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บทคั ดย่อ ภาษาไทย 
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นางสาว พัชราภรณ์ พรด าเนินสวัสดิ์: การเปรียบเทียบประสิทธิภาพของการประมาณ

ค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธีแลซโซในการถดถอยเชิงเส้นที่มีมิติสูง อาจารย์ที่ปรึกษาวิทยานิพนธ์ : ดร. 
กรรณิกาณ ์หิรัญกสิ 

  
การวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณแบบพีนอลไลซ์เป็นวิธีหนึ่งที่นิยมใช้กันอย่าง

แพร่หลายในการประมาณค่าพารามิเตอร์เมื่อข้อมูลมีมิติสูง  ซึ่งการก าหนดฟังก์ชันพีนอลตี้ต่างกัน 
เป็นผลให้ตัวประมาณแบบพีนอลไลซ์แตกต่างกัน งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงค์เพ่ือเปรียบเทียบ
ประสิทธิภาพของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณพีนอลไลซ์ชนิด L1 และ L2 ใน
กรณีข้อมูลมีมิติสูง 4 วิธี ได้แก่ วิธีริดจ์,  LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO ภายใต้
ตัวแบบถดถอยพหุคูณ 4 กรณี  ได้แก่  ตัวแบบถดถอยบางเบาที่เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ
เป็นเชิงตั้งฉากบางส่วน, ตัวแบบถดถอยบางเบาที่เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระไม่เป็นเชิงตั้ง
ฉาก, ตัวแบบถดถอยบางเบาที่ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระมีโครงสร้างแบบแบ่งกลุ่ม และตัวแบบ
ถดถอยไม่บางเบาและเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระไม่เป็นเชิงตั้งฉาก  งานวิจัยเป็นการศึกษา
การจ าลองด้วยโปรแกรม R  ในแต่ละสถานการณ ์ท าซ้ า 500 รอบ  เกณฑ์ที่ใช้ในการเปรียบเทียบ คือ 
ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของค่าพยากรณ์, ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลัง
สองเฉลี่ยของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย และความผิดพลาดของการคัดเลือกตัวประมาณ 

ผลการวิจัย พบว่า 1) ในกรณีตัวแบบถดถอยบางเบาและเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปร
อิสระเป็นเชิงตั้งฉากบางส่วน  ไม่เป็นเชิงตั้งฉาก และโครงสร้างแบบแบ่งกลุ่ม  วิธี Relaxed LASSO มี
ประสิทธิภาพของการพยากรณ์และประสิทธิภาพของการประมาณสูงที่สุด   และวิธี Ridge 
regression มีประสิทธิภาพต่ าที่สุด และวิธี Adaptive LASSO มีประสิทธิภาพสูงกว่าวิธี LASSO เมื่อ
ตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์กันสูงและขนาดตัวอย่างขนาดใหญ่  2) ในกรณีตัวแบบถดถอยไม่บางเบา
เบาและเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระไม่เป็นเชิงตั้งฉาก  วิธี Ridge regression มีประสิทธิภาพ
ของการพยากรณ์และประสิทธิภาพของการประมาณสูงที่สุด รองลงมาคือวิธี LASSO   เมื่อ
เปรียบเทียบวิธี Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO พบว่า  วิธี Adaptive LASSO มี
ประสิทธิภาพสูงกว่าวิธี Relaxed LASSO เมื่อตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์กันสูง   
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บทคั ดย่อ ภาษาอังกฤษ 

58304203 : Major (APPLIED STATISTICS) 
MISS PATCHARAPORN PORNDUMNERNSAWAT : PERFORMANCE COMPARISONS 

OF LASSO METHODS FOR PARAMETER ESTIMATION IN HIGH DIMENSIONAL LINEAR 
REGRESSION  THESIS ADVISOR :  KANNIGARH HIRUNKASI, PH.D. 

Penalized linear regression analysis is one of the widely used methods to 
estimate the parameters in high-dimensional data. The differences of parameters 
estimation in penalized linear regression are based on the penalty functions. The 
purpose of this research aim to compare the performances of L1 and L2 penalized 
estimation methods in high-dimensional linear regression models including ridge 
regression, LASSO, adaptive LASSO and relaxed LASSO under four different regression 
models such as partial orthogonal sparse model, non-orthogonal sparse model, 
grouping structure sparse model and non-orthogonal and non-sparse model.  The 
simulation study is conducted by R programming using 500 replications for each 
situation setting. The performances of penalized regression estimators are compared 
by three criterions, median of the prediction mean square error, median of the 
estimation mean square error and the incorrect variable selection in models. 

The results of this study are following: 1)  In cases of partial orthogonal 
sparse model, non-orthogonal sparse model, grouping structure sparse model, 
relaxed LASSO has the highest prediction and estimation accuracy but ridge 
regression performs worst. In addition, the performance of adaptive LASSO estimation 
is better than LASSO when predictors are high correlate and sample size is large.  2) 
For non-orthogonal and non-sparse model, the highest performance penalized 
estimation method is ridge regression and the secondary is LASSO. Comparing next 
two methods, adaptive LASSO has better performance than relaxed LASSO when 
predictors are high correlate. 
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บทที่ 1 
 

บทน า 
 

ความเป็นมาและความส าคัญของปัญหา 
ความก้าวหน้าทางเทคโนโลยีในปัจจุบันช่วยให้สามารถจัดเก็บข้อมูลขนาดใหญ่ในรูปแบบ

อิเล็กทรอนิกส์ได้อย่างมีประสิทธิภาพ โดยมีการจัดเก็บข้อมูลในด้านต่างๆ ซึ่งข้อมูลบางประเภทมีตัว
แปรจ านวนมากและมีความซับซ้อน ซึ่งเรียกข้อมูลที่มีตัวแปรอิสระจ านวนมากและมีจ านวนตัวแปร
อิสระ (p)  มากกว่าขนาดตัวอย่าง (n) หรือ p > n  ว่า ข้อมูลมิติสูง (High dimensional data) กรณี
ที่ข้อมูลมีมิติสูง ซึ่งมีจ านวนตัวแปรอิสระจ านวนมหาศาลนั้นมีโอกาสที่ท าให้ตัวแปรอิสระเพียง
บางส่วนมีความสัมพันธ์กับตัวแปรตามและตัวแปรอิสระส่วนใหญ่ไม่มีความสัมพันธ์กับตัวแปรตาม 
หรือเมื่อตัวแปรอิสระมีจ านวนมาก  ท าให้โอกาสที่ตัวแปรอิสระจะมีความสัมพันธ์เชิงเส้นสูงนั้นมีมาก  
หรือที่เรยีกว่า  เกิดความสัมพันธ์เชิงเส้นแบบพหุ (Multicollinearity) ส่งผลให้ตัวแบบการถดถอยเชิง
เส้นที่ได้เป็นตัวแบบบางเบา (sparse model)  คือ เป็นตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นที่มีตัวแปรอิสระ
จ านวนมาก และมีค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยส่วนใหญ่เป็นศูนย์และบางส่วนไม่เป็นศูนย์  หรือมีโอกาส
ที่ตัวแปรอิสระส่วนใหญ่มีความสัมพันธ์กับตัวแปรตาม จึงส่งผลให้ตัวแปรอิสระส่วนใหญ่อยู่ในตัวแบบ
การถดถอยเชิงเส้น ซึ่งเรียกว่า ตัวแบบไม่บางเบา (non-sparse model) ตัวอย่างข้อมูลมิติสูง เช่น 
ข้อมูลเกี่ยวกับไมโครแอเรย์ของดีเอ็นเอ (DNA microarray) ซึ่งเป็นการศึกษาการแสดงออกของกลุ่ม
ยีน เป็นต้น มีผู้วิจัยหลายท่านที่น าวิธีการวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณแบบพีนอลไลซ์มา
ประยุกต์ใช้กับการวิเคราะห์การถดถอยกรณีข้อมูลมีมิติสูง เช่น งานวิจัยของฮัง, มา และซาง (Huang, 
Ma and Zhang, 2008: 1603-1618) น าข้อมูลเกี่ยวกับการแสดงออกของยีนในดวงตาและโรคที่
เกี่ยวกับดวงตาของสัตว์เลี้ยงลูกด้วยน้ านมรุ่นลูกเพศผู้อายุ 12 สัปดาห์ จ านวน 120 ตัว ที่เกิดจากรุ่น
พ่อแม่ท่ีผสมข้ามสายพันธ์ แล้วน าเนื้อเยื่อจากดวงตาของรุ่นลูกมาวิเคราะห์ ซึ่งไมโครแอเรย์ใช้ส าหรับ
วิเคราะห์ RNA ประกอบด้วยยีนมากกว่า 31,042 ชุดที่แตกต่างกัน แต่ฮัง, มา และซางสนใจเฉพาะ
ยีนส์ที่สัมพันธ์กับยีน TRIM32 ที่แสดงโรคเก่ียวกับดวงตา ซึ่งมีจ านวน 18,975 ยีน ดังนั้นข้อมูลที่ได้จะ
เป็นข้อมูลมิติสูง ฮัง, มา และซาง ได้น าข้อมูลนี้มาประยุกต์ใช้กับวิธีการวิเคราะห์ข้อมูลวิธี Adaptive 
LASSO เป็นต้น เมื่อข้อมูลที่น ามาวิเคราะห์นั้นเป็นข้อมูลมิติสูง การสร้างตัวแบบการพยากรณ์และ
กระบวนการคัดเลือกตัวแปรอิสระจึงได้รับความสนใจเป็นอย่างมาก  
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การวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณ (Multiple Linear Regression) เป็นวิธีการทาง
สถิติที่ใช้ศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระ          และตัวแปรตาม    ในรูปแบบของตัว
แบบการถดถอยเชิงเส้น                                     โดยมีสัมประสิทธิ์
การถดถอย         แสดงความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระ         และตัวแปรตาม    
ตามล าดับ  และ    คือ ความคลาดเคลื่อนสุ่ม โดยที่ตัวแบบถดถอยเชิงเส้นสามารถเขียนอยู่ในรูปแบบ
ของเมทริกซ์ คือ         เมื่อ              เป็นเวกเตอร์ของค่าสังเกตของตัวแปรตาม  
และ   เป็นเมทริกซ์ของตัวแปรอิสระขนาด         และ                 เป็น
เวกเตอร์ของพารามิเตอร์ และ   เป็นเวกเตอร์ของความคลาดเคลื่อนสุ่ม ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การ
ถดถอยที่นิยมใช้กันอย่างแพร่หลายคือ  ตัวประมาณด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด (Ordinary Least 
Square : OLS)  ซึ่งเป็นตัวประมาณที่ท าให้ผลบวกก าลังสองของความคลาดเคลื่อนสุ่มมีค่าน้อยที่สุด  
ซึ่งตัวประมาณนี้สามารถเขียนอยู่ในรูป   ̂              ในกรณีทีข่้อมูลที่ใช้ในการวิเคราะห์เป็น
ข้อมูลที่มีมิติสูง จะส่งผลให้เกิดปัญหาในการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย  เนื่องจากเมทริกซ์ 
    จะเป็นเมทริกซ์เอกฐาน (singular matrix)  จึงไม่สามารถหาตัวประมาณค่าสัมประสิทธิ์การ
ถดถอยด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดได้  หรือมีโอกาสเกิดความสัมพันธ์เชิงเส้นแบบพหุ ส่งผลให้ตัว
ประมาณโดยวิธีก าลังสองน้อยสุดนั้นมีความแปรปรวนสูง  และท าให้การประมาณค่าพารามิเตอร์ไม่
ถูกต้อง  นอกจากนี้  การแปลผลลัพธ์ของตัวแบบมีความยากและซับซ้อน  เนื่องจากมีจ านวนตัวแปร
อิสระเป็นจ านวนมากอยู่ในตัวแบบ ดังนั้นตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธีก าลังสองน้อย
ที่สุดจึงเป็นตัวประมาณท่ีไม่เหมาะสมในกรณีข้อมูลมีมิติสูง  หรือเกิดความสัมพันธ์เชิงเส้นแบบพหุ 

วิธีในการวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้นส าหรับข้อมูลมิติสูงมีหลายวิธี เช่น วิธีการวิเคราะห์
การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณแบบพีนอลไลซ์ (Penalized Multiple Linear Regression) และวิธีเบส์ 
(Bayesian approach) เป็นต้น ในงานวิจัยนี้จะขอกล่าวถึงวิธีการวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณ
แบบพีนอลไลซ์เท่านั้น ซึ่งเป็นวิธีหนึ่งที่นิยมใช้กันอย่างแพร่หลายในการประมาณค่าพารามิเตอร์เมื่อ
ข้อมูลมีมิติสูง  โดยมีหลักการคือหาตัวประมาณของเวกเตอร์พารามิเตอร์   ที่ท าให้    

           มีค่าต่ าสุด  ภายใต้ข้อจ ากัด (constraint) ของฟังก์ชันของ    ที่เรียกว่า ฟังก์ชันพี
นอลตี้ (penalty function)  เขียนแทนด้วย   ‖ ‖ 

   เมื่อ ‖ ‖  เป็น Lq นอร์ม (Lq norm) ของ 
  นั่นคือ 

       ̂                        ภายใต้ข้อจ ากัด  (‖ ‖ 
 )     เมื่อ   

เป็นค่าคงที่ ซึ่งสามารถเขียนอยู่ในรูปสมการที่สอดคล้องกัน คือ  
  ̂                         (‖ ‖ 

 )   

เมื่อ   คือ ตัวคูณลากรองจ์ (Lagrange multiplier)  การก าหนดฟังก์ชันพีนอลตี้ต่างกัน 
เป็นผลให้ตัวประมาณแบบพีนอลไลซ์แตกต่างกัน 
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จากที่กล่าวมาข้างต้น  จะเห็นว่า  ข้อมูลที่ใช้ในการวิเคราะห์ส่วนใหญ่เป็นข้อมูลที่มีมิติสูง 
โดยตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณกรณีข้อมูลมิติสูงอาจเป็นตัวแบบบางเบาหรือตัวแบบไม่บางเบา 
ซึ่งการวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณแบบพีนอลไลซ์ เป็นวิธีหนึ่งที่ ใช้ ในการประมา ณ
ค่าพารามิเตอร์เมื่อข้อมูลมีมิติสูง ตัวประมาณแบบพีนอลไลซ์แตกต่างกัน ส่งผลให้ตัวประมาณมี
ประสิทธิภาพภายใต้เงื่อนไขและสถานการณ์ที่แตกต่างกัน  ดังนั้นผู้วิจัยจึงมีความสนใจที่จะศึกษา
เปรียบเทียบคุณสมบัติของวิธีการประมาณการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณแบบพีนอลไลซ์ ในตัวแบบการ
ถดถอยเชิงเส้นที่มีมิติสูงในกรณีตัวแบบบางเบาและกรณีตัวแบบไม่บางเบา ภายใต้สถานการณ์ที่
แตกต่างกันหลายเงื่อนไขที่ครอบคลุมข้อจ ากัดคุณสมบัติของตัวประมาณแต่ละวิธี 
 

วัตถุประสงค์การท าวิจัย 
เพ่ือเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยเชิงเส้ น

พหุคูณแบบพีนอลไลซ์ 4 วิธี  ในกรณีที่ข้อมูลมีมิติสูง ได้แก่ วิธีริดจ์,  LASSO, Adaptive LASSO 
และ Relaxed LASSO  โดยพิจารณาจากความถูกต้องในการพยากรณ์  ความถูกต้องในการประมาณ
ค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย  และความถูกต้องในการคัดเลือกตัวแปรอิสระเข้าในตัวแบบ  
 

ขอบเขตของงานวิจัย 
ในงานวิจัยนี้เปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย 4 

วิธี  ในกรณีที่ข้อมูลมีมิติสูง ได้แก่ วิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO โดย
ก าหนดของเขตของการวิจัย ดังนี้ 

1. ขนาดตัวอย่าง (n) ที่ใช้ในการวิจัยครั้งนี้คือ 50, 100 และ 200 
2. จ านวนตัวแปรอิสระ (p) ที่ใช้ในการวิจัยครั้งนี้คือ 2 เท่าและ 4 เท่าของขนาด

ตัวอย่าง  นั่นคือ 100, 200, 400 และ 800 ตัวแปร 
3. เมทริกซ์ของตัวแปรอิสระ ( ) ขนาด      มีการแจกแจงปรกติหลายตัวแปร 

(Multivariate normal distribution)  ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยเท่ากับเวกเตอร์ศูนย์  และเมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วม        

4. ความคลาดเคลื่อนสุ่ม    มีการแจกแจงปรกติ  ที่มีค่าเฉลี่ยเป็นศูนย์  และความ
แปรปรวนคงท่ี  โดยก าหนดความแปรปรวน      1.52 

5. เวกเตอร์ตัวแปรตาม ( ) สร้างจากตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณ        
6. ก าหนดสถานการณ์ของการทดลองส าหรับแต่ละค่า n  และ p โดยก าหนดรูปแบบ

ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ   ในแต่ละกรณี  ดังนี้  
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 6.1) ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ   เป็นแบบเมทริกซ์เชิงตั้งฉากบางส่วน 
(partial orthogonal matrix) กล่าวคือ ตัวแปรอิสระแบ่งออกเป็น 2 กลุ่ม โดยตัวแปรอิสระกลุ่มแรก
คือตัวแปรอิสระจ านวน 15 ตัวที่สัมพันธ์กัน และตัวแปรอิสระกลุ่มที่สองคือตัวแปรอิสระตัวที่เหลือ
จ านวน p – 15 ตัวที่สัมพันธ์กัน โดยตัวแปรอิสระกลุ่มที่ 1 และกลุ่มที่ 2 เป็นอิสระกัน 
 6.2) ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ   ไม่เป็นเมทริกซ์เชิงตั้งฉาก (non-
orthogonal matrix) กล่าวคือ ตัวแปรอิสระแบ่งออกเป็น 2 กลุ่ม โดยตัวแปรอิสระกลุ่มแรกคือตัว
แปรอิสระจ านวน 15 ตัวที่สัมพันธ์กัน และตัวแปรอิสระกลุ่มที่สอง คือ ตัวแปรอิสระตัวที่เหลือจ านวน 
p – 15 ตัวที่สัมพันธ์กัน โดยตัวแปรอิสระกลุ่มที่ 1 และกลุ่มที่ 2 มีความสัมพันธ์กัน  
 6.3) ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ   มีโครงสร้างแบบแบ่งกลุ่ม (grouping 
structure) กล่าวคือ ตัวแปรอิสระจ านวน   ตัว แบ่งออกเป็น 4 กลุ่ม โดยตัวแปรอิสระแต่ละกลุ่ม
อิสระต่อกัน และตัวแปรอิสระกลุ่มที่ 1, 2 และ 3 มีความสัมพันธ์ภายในกลุ่มกันสูง 

7. ตัวแบบการถดถอยแบ่งเป็น 2 แบบ ได้แก่ ตัวแบบการถดถอยแบบบางเบา คือ การ
ก าหนดค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยจ านวน 15 ตัวไม่เท่ากับศูนย์ และจ านวน  -15 ตัวที่เหลือให้
เท่ากับศูนย์ เพื่อก าหนดให้ตัวแปรอิสระส่วนน้อยอยู่ในตัวแบบ และตัวแบบการถดถอยแบบไม่บางเบา 
คือ การก าหนดค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยทุกตัวไม่เท่ากับศูนย์ เพ่ือก าหนดให้ตัวแปรอิสระทุกตัวอยู่ใน
ตัวแบบ 

8. เกณฑ์ที่ใช้ในการพิจารณาเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการประมาณค่า
สัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์,  LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO  ได้แก่ 

 8.1) ประสิทธิภาพของการพยากรณ์โดยวัดจากค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลัง
สองเฉลี่ยของค่าพยากรณ์  

 8.2) ประสิทธิภาพของการประมาณโดยวัดจากค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลัง
สองเฉลี่ยของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย  

 8.3) ความความผิดพลาดของการเลือกตัวประมาณ  โดยความผิดพลาดในการ
คัดเลือกตัวแปรมี 2 แบบ  คือ  กรณีท่ีค่าพารามิเตอร์ไม่เท่ากับศูนย์ แต่ตัวแปรอิสระไม่ถูกคัดเลือกเข้า
สู่ตัวแบบ (IC1)  และกรณีที่ค่าพารามิเตอร์เท่ากับศูนย์ แต่ตัวแปรอิสระถูกคัดเลือกเข้าสู่ตัวแบบ (IC2) 
แล้วจึงพิจารณาค่าเฉลี่ย,  ค่าร้อยละของความผิดพลาด และจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดย
เฉลี่ย   

9. การศึกษาวิจัยครั้งนี้ใช้โปรแกรม R ในการจ าลองข้อมูลและการประมาณ
ค่าพารามิเตอร์  โดยการท าซ้ า 500 รอบในแต่ละสถานการณ์ 
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นิยามศัพท์เฉพาะ    
ประสิทธิภาพของตัวประมาณ (Performance of estimator) คือ  การวัดสมบัติของตัว

ประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยใน 3 ด้าน  คือ  ความถูกต้องในการคัดเลือกตัวแปรอิสระเข้าในตัว
แบบ  ความถูกต้องในการพยากรณ์  และความถูกต้องในการคัดเลือกตัวแปรอิสระเข้าในตัวแบบ 

ข้อมูลมิติสูง (High-Dimensional data) คือ  ข้อมูลที่มีจ านวนตัวแปรอิสระจ านวนมาก  
และมีจ านวนมากกว่าขนาดตัวอย่าง 

การถดถอยเชิงเส้นแบบพีนอลไลซ์ (Penalized Linear Regression) เป็นวิธีการ
วิเคราะห์การถดถอยที่หาตัวประมาณพารามิเตอรที่ท าให้ผลรวมก าลังสองของความคลาดเคลื่อนสุ่มมี
ค่าต่ าสุด  ภายใต้ข้อจ ากัดของฟังก์ชันของตัวประมาณพารามิเตอร์ 

ตัวแบบถดถอยเบาบาง (Sparse Model) คือ  ตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นที่มีตัว
แปรอิสระจ านวนมาก  และมีค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยส่วนใหญ่เป็นศูนย์  และบางส่วนไม่เป็นศูนย์ 
ซึ่งอาจมาจากมีเพียงตัวแปรอิสระเพียงบางส่วนมีความสัมพันธ์กับตัวแปรตาม หรือตัวแปรอิสระเกิด
ความสัมพันธ์เชิงเส้นแบบพหุ  
 

ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ  
1. ทราบประสิทธิภาพของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยในกรณีที่ศึกษาตามขอบเขต

งานวิจัย 

2. สามารถน าไปประยุกต์ใช้กับการวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณกับข้อมูลจริงที่มี

ลักษณะเป็นข้อมูลมิติสูง 



  

 

บทที่ 2 
 

ทฤษฎีและงานวิจัยท่ีเกี่ยวข้อง 
 

งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงค์เ พ่ือเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการประมาณค่า
สัมประสิทธิ์การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณแบบพีนอลไลซ์ 4  วิธี  คือ  วิธีริดจ์, LASSO, Adaptive 
LASSO และ Relaxed LASSO ซึ่งในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพนั้นจะพิจารณาจากความถูกต้อง
ในการพยากรณ์ ความถูกต้องในการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย  และความถูกต้องในการ
คัดเลือกตัวแปรอิสระเข้าในตัวแบบ ภายใต้สถานการณ์ที่แตกต่างกัน ในบทนี้จะแบ่งออกเป็น 2 ส่วน 
คือ ส่วนแรก คือ ทฤษฎีที่ เกี่ย วข้อง ได้แก่  การวิเคราะห์การถดถอยพหุคูณ การประมาณ
ค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดและวิธีการประมาณค่าจากภาวะน่าจะเป็นสูงสุด วิธีการ
วิเคราะห์การถดถอยแบบริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO  ส่วนที่สอง คือ 
งานวิจัยที่เกี่ยวข้อง  
 

ทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง 
 

1. ตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณ (Multiple linear regression model) 

การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณเป็นการหาตัวแบบที่ใช้อธิบายลักษณะความสัมพันธ์เชิงเส้น
ระหว่างตัวแปรอิสระและตัวแปรตาม  ซึ่งตัวแบบถดถอยประกอบไปด้วยส่วนที่เป็นฟังก์ชันอธิบาย
ลักษณะความสัมพันธ์ และส่วนที่เป็นความคลาดเคลื่อนสุ่ม ดังนั้น ตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณ  
(Multiple linear regression model) ส าหรับตัวแปรอิสระ p ตัว  สามารถเขียนอยู่ในรูปแบบดังนี้ 

                               (1)  
โดยที่                 คือ เวกเตอร์ของค่าสังเกตของตัวแปรตาม    เมื่อ         
           คือ เมทริกซ์ของตัวแปรอิสระขนาด       โดยที่                 เมื่อ  
                    เป็นเวกเตอร์ของค่าสังเกตตัวที่   ของตัวแปรอิสระ p ตัว   
              คือ ค่าของจุดตัดแกน   (y-intercept) คือ ค่าของ    เมื่อ        

          ( 
 
    

 
)
 

   คือ เวกเตอร์ของสัมประสิทธิ์การถดถอย ขนาด      

            คือ เวกเตอร์ที่มีสมาชิกเป็น 1 ขนาด      
และ       คือ เวกเตอร์ของความคลาดเคลื่อนสุ่ม ขนาด      ซ่ึง                   
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โดยที่ข้อสมมติเก่ียวกับความคลาดเคลื่อนสุ่ม    ส าหรับ             มีดังนี ้
1)      เป็นตัวแปรสุ่ม ที่มีค่าเฉลี่ยเท่ากับศูนย์และมีความแปรปรวนคงที่เท่ากับ     นั่น

คือ      
 
    และ      

 
     ทุกค่า   

2)     และ    ไม่มีสหสัมพันธ์กัน (Uncorrelated)  นั่นคือ    (     )     เมื่อ 
    

3)    มี ก า รแจกแจงที่ เ ป็ นลั กษณะ เดี ย วกั นและ เป็ น อิสระกั น  (Identically 
Independent Distribute : i.i.d.) ที่มีค่าเฉลี่ยเท่ากับศูนย์ และความแปรปรวนเท่ากับ     

ดังนั้น เวกเตอร์ค่าเฉลี่ยและเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม (Covariance matrix)  ของ    
คือ          และ               

จากตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณ (1)  ซึ่งเป็นตัวแบบในลักษณะเชิงเส้น โดยเทอม  
        เป็นค่าคงที่ ภายใต้ข้อสมมติของ    ดังกล่าวข้างต้น  จะได้เวกเตอร์    มีการแจกแจงที่
เป็นลักษณะเดียวกันและเป็นอิสระกัน ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยและเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม ดังนี้   
                    =                 =         +     =         

                       =                  =       ]  =          

การแจกแจงของเวกเตอร์ตัวแปรตาม   ดังกล่าวนอกจากจะท าให้เราทราบรูปร่าง
ลักษณะการกระจายตัวของข้อมูลหรือความแปรปรวนของเวกเตอร์   แล้ว ยังท าให้สามารถหา
ค่าเฉลี่ยของเวกเตอร์    เมื่อก าหนดค่า                      นั่นคือ 

                               |     =                                (2)  

  

2. การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณด้วยวิธีก าลังสองน้อยท่ีสุด (OLS regression) 
วิธีการประมาณค่าพารามิเตอร์    ที่อยู่ในตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณในสมการ 

(1) มีหลายวิธี ซึ่งวิธีดั้งเดิมท่ีรู้จักกันแพร่หลาย คือ วิธีก าลังสองน้อยที่สุด   
2.1  การประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธีก าลังสองน้อยท่ีสุด 
จากตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณ             ก าหนดตัวอย่างสุ่ม  

(      ) เมื่อ                    โดยไม่เสียนัยทั่วไป (without loss of generality) 
เราสมมติให้      ถูกแปลงให้เป็นค่ามาตรฐาน (standard score) คือ  ∑    

 
         และ  

∑    
  

          และ    เป็นตัวแปรที่มีค่าเฉลี่ยเป็นศูนย์ (centered variable) นั่นคือ 
∑   

 
         ดังนั้นค่าจุดตัดแกน Y  จึงไม่จ าเป็นต้องใส่ไว้ในสมการถดถอย นั่นคือ        

 



  

 

8 

หลักการของการประมาณค่าพารามิเตอร์โดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด คือ การหาตัว
ประมาณของเวกเตอร์พารามิเตอร์    ที่ท าให้เส้นถดถอยของตัวอย่างลากผ่านหรือใกล้เคียงกับค่า
สังเกตมากที่สุด โดยพิจารณาจากค่า     ซึ่งเป็นผลต่างระหว่างค่าสังเกตและค่าคาดหวังของตัวแปร
ตาม    ณ ค่าเวกเตอร์    ใดๆ นั่นคือ   

                          |  ]            (3) 

ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยที่ได้จากวิธีก าลังสองน้อยที่สุด คือ ตัวประมาณที่ท า
ให้ผลบวกก าลังสองของความคลาดเคลื่อนสุ่ม  ∑   

  
                มีค่าน้อยที่สุด (Draper, 

1981)  ซึ่งสามารถเขียนอยู่ในรูปผลคูณของเวกเตอร์                   ดังนี้     

                                        

                                             (4) 

การหาค่าประมาณ   ที่ท าให้                มีค่าน้อยที่สุด  สามารถท าได้
โดยการหาอนุพันธ์ของ               เทียบกับ    แล้วก าหนดให้เท่ากับศูนย์  ดังนี้ 

                          

  
    =              ̂       

                        ̂             (5) 

เรียกสมการที่ (5) ว่า สมการปกติ (Normal Equation)  

เมื่อ   เป็นเมทริกซ์ล าดับเต็ม (full rank matrix) คือ ตัวแปรอิสระทุกตัวเป็นอิสระต่อ
กัน จะท าให้เมทริกซ์     เป็นเมทริกซ์ไม่เอกฐาน (Nonsingular Matrix) นั่นคือ สามารถหาค่า 
        ได้ ซึ่งหาค่าประมาณ  ̂ จากการใช้         คูณสมการ (5) ทั้งสองข้าง จะได้ 

                        ̂             

                            ̂                  (6) 

ดังนั้น ตัวประมาณของสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด  คือ  ̂                   

การวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดมีเงื่อนไขว่าขนาด
ตัวอย่างต้องมากกว่าจ านวนตัวแปรอิสระ แต่เมื่อข้อมูลที่ใช้ในการวิเคราะห์เป็นข้อมูลมิติสูง กล่าวคือ 
จ านวนตัวแปรอิสระมากกว่าขนาดตัวอย่าง ส่งผลให้เมทริกซ์     จะเป็นเมทริกซ์เอกฐาน (singular 
matrix)  ซึ่งไม่สามารถหาตัวประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดได ้
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วิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยนอกจากวิธีก าลังสองน้อยที่สุดแล้ว ยังมีวิธีการ
ประมาณค่าจากภาวะน่าจะเป็นสูงสุด (Maximum Likelihood Estimation : MLE) ซึ่งได้ตัว
ประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยเดียวกับตัวประมาณที่ได้จากวิธีก าลังสองน้อยที่สุด โดยการประมาณ
ค่าพารามิเตอร์    ด้วยวิธีภาวะน่าจะเป็นสูงสุด  จะอาศัยแนวคิดเกี่ยวกับความน่าจะเป็น  โดย
ก าหนดฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็น (Likelihood function) ของตัวอย่างสุ่ม แล้วจึงหาค่าสูงสุดของ
ฟังก์ชันนี้โดยการหาอนุพันธ์เทียบกับพารามิเตอร์ที่ยังไม่ทราบค่า  ซึ่งในกรณีของการถดถอยพหุคูณที่
ขนาดตัวอย่างเท่ากับ n และตัวแปรอิสระ p ตัว จากสมการถดถอย (1) ภายใต้ข้อสมมติเบื้องต้น
เกี่ยวกับการแจกแจงของความคลาดเคลื่อนสุ่ม กล่าวคือ    มีการแจกแจงปรกติ ที่มีค่าเฉลี่ยเท่ากับ
ศูนย์และความแปรปรวนร่วม     และ E(     ) = 0 เมื่อ        ดังนั้น ค่าของตัวแปรตาม    
ส าหรับ             มีการแจกแจงปรกติ ที่มีค่าเฉลี่ย       เมื่อ     คือ เวกเตอร์แถวที่ i ของ
เมทริกซ์    และความแปรปรวนเท่ากัน  คือ     และเนื่องจาก    เป็นฟังก์ชันเชิงเส้นกับ    ส่งผล
ให้    และ     เมื่อ        เป็นอิสระต่อกันด้วย ดังนั้น ฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็นของ             
เขียนได้ดังนี ้

                                             

   ∏      
 
    

                          

ฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็นนี้สามารถเขียนในรูปของฟังก์ชันลอการิทึมฐานธรรมชาติ ได้ดังนี้ 

                                          

     ∑        
 
          (7) 

เนื่องจาก            
    ดังนั้น  ฟังก์ชันความน่าจะเป็นของ     คือ 

        
 

      
 
 

      
 

                

น า        แทนลงในสมการ (7) จะได้ 

                              ∑   {
 

      
 
 

    * 
 

   
         +}          

                                     
 

 
     

 

 
     

 

                   (8) 

ส าหรับการหาตัวประมาณของ    ท าได้โดยการหาอนุพันธ์บางส่วนของสมการ (8) 
เทียบกับพารามิเตอร์   แล้วก าหนดให้มีค่าเป็นศูนย์ ดังนี้ 
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จากนั้น ก าหนด      

  
  ให้มีค่าเป็นศูนย์ แล้วแก้สมการเพ่ือหาค่า  ̃ 

              
 

  (        ̃)    

              ̃            (9) 

จะเห็นได้ว่า สมการ (9) เป็นสมการปกติในรูปแบบเดียวกับสมการ (5) ดังนั้น ตัวประมาณสัมประสิทธิ์
การถดถอยส าหรับ   คือ ตัวประมาณของ   ที่ท าให้ฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็นมีค่ามากที่สุด ซึ่งเป็นตัว
ประมาณเดียวกันกับตัวประมาณที่ได้จากวิธีก าลังสองน้อยที่สุด นั่นคือ  ̃   ̂               

2.2 สมบัติของตัวประมาณก าลังสองน้อยที่สุด 
การหาสมบัติของตัวประมาณก าลังสองน้อยที่สุดของสัมประสิทธิ์การถดถอยสามารถหา

ได้จากเวกเตอร์ค่าคาดหวัง  เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม  และค่าความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ย 
(Mean Squares Error : MSE)  ของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย โดยตัวประมาณก าลังสอง
น้อยที่สุดเป็นไปตามทฤษฏีบทเกาส์-มาร์คอฟ (Gauss-Markov Theorem)  ซึ่งกล่าวว่า  ในบรรดาตัว
ประมาณเชิงเส้นที่ไม่เอนเอียงท้ังหลาย  ตัวประมาณท่ีได้จากวิธีก าลังสองน้อยที่สุดจะเป็นตัวประมาณ
ที่มีความแปรปรวนต่ าที่สุด ดังนั้น  ตัวประมาณที่ได้จากวิธีก าลังสองน้อยที่สุดจึงเป็นตัวประมาณเชิง
เส้นไม่เอนเอียงดีที่สุด (Best Linear Unbiased Estimators : BLUE)  ซึ่งสามารถพิสูจน์สมบัติของ
ตัวประมาณ  ̂     ได้ดังนี้   
  2.2.1  สมบัติเชิงเส้นตรง (Linear)   

จาก   ̂                เมื่อก าหนด               เป็นเมทริกซ์ค่าคงที่   
จะได้   ̂        ซึ่งเป็นฟังก์ชันเชิงเส้นของ    ดังนั้น   ̂     จึงมีความสัมพันธ์เชิงเส้นตรงกับ   
  2.2.2  สมบัติไม่เอนเอียง (Unbiased) 
เวกเตอร์ค่าคาดหวังของตัวประมาณ  คือ 

                  [ ̂   ]                     
                                   

                                                                         

จะได้ เวกเตอร์ค่าคาดหวังของ   ̂    มีค่าเท่ากับ   นั่นคือ ตัวประมาณ  ̂    มีสมบัติ
ที่เป็นตัวประมาณท่ีไม่เอนเอียง (Unbiased estimator)  ส าหรับ    
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2.2.3  สมบัติความแปรปรวนต่ าที่สุด (Minimum variance) 
เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัวประมาณ คือ 

                 ̂                        

                                                   

                                                                 

                                       

                                               (10) 

จาก (10) สมาชิกที่ต าแหน่งแนวเส้นทแยงมุม (main diagonal) ของเมทริกซ์ 
           คือ ความแปรปรวน (variance) ของ  ̂  และสมาชิกที่ต าแหน่งนอกเส้นทแยงมุมเป็น
ความแปรปรวนร่วม (covariance) ระหว่าง  ̂  และ  ̂   โดยที่ i j และเมทริกซ์นี้เป็นเมทริกซ์
สมมาตร (symmetric matrix) นั่นคือ       ̂   ̂   =      ̂   ̂   

ในบรรดาตัวประมาณเชิงเส้นที่ไม่เอนเอียงนั้น ตัวประมาณโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดจะมี
ความแปรปวนต่ าที่สุด  ซึ่งสามารถพิสูจน์ได้ดังนี้ 

ก าหนดให้   ̂  แทน เวกเตอร์ของตัวประมาณเชิงเส้นของสัมประสิทธิ์การถดถอย   
โดยที่   ̂      และ               เมื่อ    เป็นเมทริกซ์ขนาด      ที่ ไม่ เป็น 
เมทริกซ์ศูนย์ จะได้ เมทริกซ์ค่าคาดหวังของ  ̂   คือ 

      ̂         

                                                

                                                                

                                                               

                             

                          

ดังนั้น ตัวประมาณ  ̂  จะเป็นตัวประมาณที่ไม่เอนเอียงของ   เมื่อ      และ 
เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ  ̂   คือ 
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         ̂           

                                          

                                      

                                                                   

                                                                                  

                                                                    

                                    

                                   

                                    ̂           

จะเห็นว่าเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ   ̂   มีค่าเท่ากับเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม
ของ  ̂     บวกกับเทอม         เนื่องจาก        ดังนั้น          นั่นหมายความว่า 
 ̂     เป็นเวกเตอร์ตัวประมาณท่ีมีเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมต่ าท่ีสุด 

จากข้างต้นจะได้ว่า  ตัวประมาณ  ̂     โดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด  มีคุณสมบัติครบทั้ง 3 
ประการที่กล่าวข้างต้น  ดังนั้น  ตัวประมาณโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด ( ̂   )  เป็นตัวประมาณเชิง
เส้นไม่เอนเอียงดีที่สุด 

      2.2.4  ค่าความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ย (Mean Squares Error : MSE)   
ก าหนดให้  ̂ เป็นตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย    ค่าความคลาดเคลื่อน

ก าลังสองเฉลี่ยของ   ̂  เขียนอยู่ในรูปแบบดังนี้   

                           ̂    ( ̂   ) ( ̂   )  

                                              [( ̂   [ ̂]) ( ̂   [ ̂])]  ( [ ̂]   ) ( [ ̂]   ) (11) 

เนื่องจาก      ̂        จะได้ว่า  

                         [ ̂   ]   [ ̂   ]          และ 

                         [( ̂     ) ( ̂     )]                 

ดังนั้น ค่าความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของ  ̂    คือ   

                                 ̂                    

                                                       (12) 
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2.3 ปัญหาการประมาณค่าพารามิเตอร์ด้วยวิธีก าลังสองน้อยท่ีสุดในกรณีข้อมูลมี
สหสัมพันธ์เชิงเส้น 

เมี่อตัวแปรอิสระเกิดความสัมพันธ์เชิงเส้นพหุ คือ เมทริกซ์     ที่เขียนอยู่ในรูปแบบ
ของเมทริกซ์สหสัมพันธ์ (correlation matrix) ของตัวแปรอิสระ ไม่ใกล้เคียงกับเมทริกซ์เอกลักษณ์ 
(unit matrix) ซึ่งเรียกรูปแบบความสัมพันธ์ระหว่างตัวแประอิสระของเมทริกซ์     ในลักษณะนี้ว่า 
ไม่เป็นเชิงตั้งฉาก (non-orthogonal) โดยที่เมทริกซ์     ที่มีลักษณะไม่เป็นเชิงตั้งฉาก จะท าให้ 
det(   ) มีค่าเข้าใกล้ศูนย์และค่าบางค่าหรือสมาชิกบางตัวของเมทริกซ์ผกผันของ     มีค่ามาก ๆ 
หรือเข้าใกล้อนันต์ส่งผลให้ความแปรปรวนของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยมีค่าสูง  ซึ่งโฮเอิร์ล 
และเคนนาร์ด (Hoerl and Kennard, 1970: 56) ได้กล่าวถึง ข้อด้อยของการถดถอยด้วยวิธีก าลัง
สองน้อยที่สุดส าหรับปัญหาเมทริกซ์     ที่มีลักษณะไม่เป็นเชิงตั้งฉาก ซึ่งอธิบายได้ด้วยสมบัติของ 
 ̂    สองประการ คือ เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม       ̂               และระยะทางของ 
 ̂     จากค่าคาดหวังของตัวประมาณ  ̂   ที่จะบ่งชี้ให้เห็นถึงความไม่เสถียรของ  ̂     ดังนี้ 

ก าหนด     คือ เวกเตอร์ของระยะทางระหว่าง   ̂     และ     จะได้ว่า ผลบวกของค่า
ก าลังสองของระยะทางระหว่าง  ̂ 

    จาก     คือ   

             
     ̂         ̂                                           (13) 

เราสามารถหาค่าคาดหวังและความแปรปรวนของ    
   เขียนแทนด้วย     

   และ 
    

    ได้ดังนี้    

                              
    *( ̂     )

 
( ̂     )+        

                                         ̂     ̂        ̂         

                            ̂     ̂           ̂         

                                         ̂     ̂                                                              

เนื่องจาก     
    *( ̂     )

 
( ̂     )+  ซึ่งก็คือค่าความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของ 

 ̂       และจาก (12)       ̂                  จะได้ว่า 

                       ̂     ̂                                                

ดังนั้น                           ̂     ̂                                                        (14) 

พิจารณาความแปรปรวนของ    
   เมื่อเวกเตอร์ความคลาดเคลื่อน     มีการแจกแจงปรกติ จะได้ว่า 
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ค่าคาดหวังและความแปรปรวนของ    
   สามารถเขียนอยู่ในรูปของฟังก์ชันของ

ค่าไอเกน (eigenvalue) ของ       โดยเมื่อก าหนดให้ ค่าไอเกน (eigenvalue) ของ       เขียน
อยู่ในรูป  

                                                (15)           

ดังนั้น  ระยะทางก าลังสองระหว่าง   ̂     และ     หรือ   
   มีค่าคาดหวังและความแปรปรวน เมื่อ

เวกเตอร์ความคลาดเคลื่อน      มีการแจกแจงปรกต ิ ดังนี้ 

                                     
      ∑     

 
  

    

                                     
       ∑     

 
   

    

ขอบเขตล่างของค่าคาดหวังและความแปรปรวนของ    
  คือ     

   
 และ 

        
  ตามล าดับ นั่นคือ ถ้าค่าสังเกตของตัวแปรอิสระส่งผลให้เมทริกซ์     มีค่าไอเกนขนาด

เล็กจ านวนมาก จะท าให้ระยะทางระหว่าง   ̂     และ      มีค่ามาก ดังนั้นค่าสัมบูรณ์ของ  ̂    จะ
มีขนาดใหญ่ เมื่อข้อมูลเกิดปัญหาที่ไม่เป็นเชิงตั้งฉาก  

ดังนั้นในกรณีท่ีตัวแปรอิสระเกิดความสัมพันธ์เชิงเส้นแบบพหุ  หรือกล่าวอีกนัยหนึ่ง คือ 
เมทริกซ์     มีลักษณะไม่เป็นเชิงตั้งฉาก ตัวประมาณของสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธีก าลังสอง
น้อยที่สุดนั้นมีความแปรปรวนสูง นั่นคือ ค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยที่ประมาณด้วยวิธีก าลังสองน้อย
ที่สุดนี้ไม่ใกล้เคียงกับค่าพารามิเตอร์  ซึ่งจะส่งผลให้ความแปรปรวนและส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานของ
ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยที่ได้จากวิธีกาลังสองน้อยที่สุดมีค่ามาก จึงท าให้ตัวประมาณ
สัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดนี้ มีความไม่เสถียร (unstable) และไม่มี
ประสิทธิภาพ (inefficiency) (วิฐรา, 2558: 213)  

ผู้วิจัยหลายท่านได้เสนอวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีอ่ืน เพ่ือแก้ปัญหา
ของวิธีการประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดในกรณีเมทริกซ์     มีลักษณะ
ไม่เป็นเชิงตั้งฉากที่กล่าวมาข้างต้น ซึ่งวิธีการหนี่ง คือ การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณแบบพีนอลไลซ์ โดยมี
หลักการหาตัวประมาณของเวกเตอร์พารามิเตอร์ด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดภายใต้ข้อจ ากัดของ
พารามิเตอร์   กล่าวคือ หาตัวประมาณของเวกเตอร์พารามิเตอร์   ที่ท าให้               
มีค่าต่ าสุด  ภายใต้ข้อจ ากัดของฟังก์ชันของ    ที่เรียกว่า ฟังก์ชันพีนอลตี้ (penalty function)  
เขียนแทนด้วย   ‖ ‖ 

   เมื่อ ‖ ‖  เป็น Lq นอร์ม (Lq norm) ของ   นั่นคือ 
       ̂                        ภายใต้ข้อจ ากัด  (‖ ‖ 

 )     เมื่อ   
เป็นค่าคงที่ ซึ่งสามารถเขียนอยู่ในรูปสมการที่สอดคล้องกัน คือ  

  ̂                         (‖ ‖ 
 )   
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เมื่อ   คือ ตัวคูณลากรองจ์ (Lagrange multiplier) 
ส าหรับวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธีการประมาณค่าจากภาวะน่าจะ

เป็นสูงสุด การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณแบบพีนอลไลซ์มีหลักการในการหาตัวประมาณซึ่งเรียกว่า วิธีการ
ประมาณค่าจากภาวะน่าจะเป็นสูงสุดแบบพีนอลไลซ์ (Penalized maximum likelihood 
estimation) โดยการเพ่ิมฟังก์ชันพีนอลตี้ในฟังก์ชันลอการิทึมของฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็นสูงสุดจาก
สมการ (8) ซึ่งจะได้ 

            
 

 
     

 

 
     

 

   
                (‖ ‖ 

 ) 

                  
 

 
     

 

 
     

 

   
                (‖ ‖ 

 )  

แล้วจึงหาตัวประมาณของ   ที่ท าให้           มีค่ามากที่สุด นั่นคือ การหาตัวประมาณของ   
ที่ท าให้                (‖ ‖ 

 ) ให้มีค่าต่ าที่สุด ซึ่งสอดคล้องกับวิธีการถดถอยเชิงเส้น
พหุคูณแบบพีนอลไลซ์ด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด  

 ฟังก์ชันพีนอลตี้ที่ใช้ในวิธีการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณแบบพีนอลไลซ์มีรูปแบบต่างกัน เช่น 
ฟังก์ชัน L2 นอร์ม   ‖ ‖ 

   ∑   
  

    ที่ใช้ในการถดถอยวิธีริดจ์ หรือฟังก์ชัน L1 นอร์ม 
  ‖ ‖ 

   ∑ |  |
 
    ที่ใช้ในการถดถอยวิธีแลซโซ เป็นต้น ซึ่งจะกล่าวรายละเอียดของการถดถอย

ทั้งสองวิธีในหัวข้อถัดไป  
 

3. การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณด้วยวิธีริดจ์ (Ridge Regression) 
โฮเอิร์ล ได้น าการวิเคราะห์ริดจ์ (Ridge analysis) (Hoerl, 1962: 54-59) ซึ่งเป็น

ผลงานวิจัยของตนเอง มาประยุกต์ใช้กับการวิเคราะห์การถดถอยเชิงเส้น และเรียกชื่อว่า การ
วิเคราะห์การถดถอยวิธีริดจ์  เนื่องจากวิธีการทางคณิตศาสตร์มีความคล้ายคลึงกับการวิเคราะห์ริดจ์   
ต่อมาโฮเอิร์ลและเคนนาร์ด (Hoerl and Kennard, 1970: 56-67) ได้พัฒนาและน าเสนอสมบัติทาง
สถิติของการวิเคราะห์การถดถอยวิธีริดจ์ ซึ่งเป็นบทความวิจัยที่ท าให้การวิเคราะห์การถดถอยวิธีริดจ์
เป็นที่รู้จักกันอย่างแพร่หลาย  งานวิจัยของโฮเอิร์ลและเคนนาร์ด ได้กล่าวถึงข้อจ ากัดของการ
ประมาณค่าสัมประสิทธิ์ถดถอยด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดที่ใช้เทคนิคการหาค่าเหมาะสมที่สุดเชิง
คณิตศาสตร์ (mathematical optimization techniques)  ซึ่งให้ผลลัพธ์เป็นค่าประมาณแบบจุด  
และเป็นวิธีการหาตัวประมาณไม่ได้แสดงภาพให้เห็นค่าความไว (sensitivity) ของตัวประมาณ  ̂    
ต่อค่าผลบวกก าลังสองของความคลาดเคลื่อน คือ                 ดังนั้นจึงเสนอวิธีการ
ถดถอยวิธีริดจ์ เป็นวิธีการหาค่าเหมาะที่สุดโดยใช้กราฟิก เนื่องจากผลบวกก าลังสองของความ
คลาดเคลื่อน      สามารถเขียนอยู่ในรูปของฟังก์ชันก าลังสอง (quadratic function) ของ
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สัมประสิทธิ์การถดถอยกับค่าผลบวกก าลังสองของความคลาดเคลื่อน      และสามารถแสดงเป็น
กราฟของพ้ืนที่ผิวตอบสนอง  

จากตัวแบบการถดถอยในสมการ (1) และจากสมการ (4)  ผลบวกก าลังสองของความ
คลาดเคลื่อน     ของการถดถอยพหุคูณ สามารถเขียนอยู่ในรูป                

                                                (16)              

ซึ่งสามารถพิจารณาเป็นรูปแบบเดียวกับฟังก์ชันพ้ืนที่ผิวตอบสนองควอดราติก  (quadratic 
response surface function)       ของตัวแปร    ใดๆ จ านวน  p ตัว ส าหรับการวิเคราะห์ริดจ์ 
(Hoerl, 1985: 186-187)  ซึ่งเขียนอยู่ในรูป 

                                          ∑     
 
    ∑ ∑      

 
     

   
    ∑   

   
  

    
หรือ                                     

 

 
          (17)                        

โดยที่   คือ เวกเตอร์ขนาด      ของสัมประสิทธิ์เชิงเส้น,    คือ เวกเตอร์ขนาด      ของตัว
แปรอิสระ,     เป็นค่าคงที่ และ   เป็นเมทริกซ์สมมาตรขนาด       ที่มีสมาชิกแนวทแยงเป็นค่า 
  

  และสมาชิกนอกแนวทแยงเป็นค่าปฏิสัมพันธ์ (interaction terms)        
จากผลบวกก าลังสองของความคลาดเคลื่อนสุ่มในสมการ (16) เทียบเคียงกับฟังก์ชัน

พ้ืนที่ผิวตอบสนองแบบควอดราติกในสมการ (17) จะได้ว่า   คือพิกัด (coordinate) ของ        
คือเวกเตอร์   และ     คือ เมทริกซ์     ดังนั้น เราจะหาค่าต่ าสุดของผลบวกก าลังสองของความ
คลาดเคลื่อนสุ่มในลักษณะของฟังก์ชันของสัมประสิทธิ์การถดถอย  ̂  โดยพิจารณาจากการ

ก าหนดค่า        โดยที่   เป็นค่าคงที่ และหาค่าต่ าสุดของผลบวกก าลังสองของความ
คลาดเคลื่อนสุ่ม ภายใต้ข้อจ ากัด          

ซีมอน (Simon, 2016: 1-9)  ได้อธิบายวิธีการหาตัวประมาณริดจ์จากการวิเคราะห์การ
ถดถอย โดยใช้ข้อมูลจากนิตยสารเกี่ยวกับเครื่องยนต์ที่มีชื่อว่า Motor Trend US ในปี 1974  ซึ่งเป็น
ข้อมูลเกี่ยวกับการเผาผลาญพลังงานเชื้อเพลิง การออกแบบเครื่องยนต์ และประสิทธิภาพการท างาน
ของเครื่องยนต์ จ านวน 32 รุ่นที่ผลิตปี 1973-1974  ประกอบด้วยตัวแปร 11 ตัวแปร ซึ่งเป็นข้อมูลที่
อ้างอิงมาจากงานวิจัยของ เฮนเดอสันและเวลลีเมน (Henderson and Velleman, 1981: 396)  
และอยู่ในชุดข้อมูล (datasets) ของแพคเกจ R ที่มีชื่อว่า mtcars   ซีมอนได้แสดงตัวอย่างของการ
ถดถอยพหุคูณวิธีริดจ์ที่มีตัวแปรตาม คือ ระยะทางที่รถวิ่งได้ (ไมล์) ต่อน้ ามัน 1 แกลลอน และตัวแปร
อิสระ 2 ตัว ได้แก่  disp คือ ความจุของเครื่องยนต์ และ hp คือ แรงม้ารวม  และใช้โปรแกรม R ใน
การวิเคราะห์  ซึ่งเริ่มจากการแปลงค่าสังเกตของตัวแปรอิสระและตัวแปรตามให้เป็นค่ามาตรฐาน 
และวิเคราะห์การถดถอยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด  จากนั้นค านวณค่าผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือ
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จากสมการถดถอย     ̂   ̂       ̂     เมื่อค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยทั้งสองตัวมีค่าต่างๆ 
ในช่วงที่ก าหนด และแสดงภาพของพ้ืนที่ผิวตอบสนองและคอนทัวร์ของผลบวกก าลังสองของส่วน
เหลือของพิกัด   ̂   ̂   บนระนาบพิกัดฉาก ดังภาพที่ 1 (ก) ละ (ข) ตามล าดับ   

 
 

 

                 (ก) กราฟ 3 มิติของฟังก์ชัน RSS                          (ข) กราฟคอนทัวร์ (contour plot) 

ภาพที่ 1 กราฟแสดงพื้นที่ผิวตอบสนองและคอนทัวร์ของผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือจากสมการถดถอยพหุคูณ
   ̂   ̂       ̂    ของค่าประมาณของสมัประสิทธ์ิการถดถอย  ̂  และ  ̂   (Simon, 2016: 3-4) 

   
ภาพที่ 1 (ก) แสดงพ้ืนที่ผิวตอบสนองของผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือของสมการถดถอย

พหุคูณ     ̂   ̂       ̂     เมื่อค่าประมาณสัมประสิทธิ์ถดถอย  ̂   ̂    มีค่าต่างๆ ในช่วง

ที่ก าหนด  ซึ่งจะได้ว่าพิกัด   ̂
 
  ̂

 
  = (-0.62, -0.28)  เป็นค่าที่ท าให้ผลบวกก าลังสองของส่วน

เหลือมีค่าต่ าที่สุดซึ่งมีค่าเท่ากับ 7.81 ซึ่งก็คือตัวประมาณวิธีก าลังสองน้อยที่สุด  จะได้ สมการถดถอย 
คือ    ̂                     

ภาพที่ 1 (ข) แสดงคอนทัวร์ของพ้ืนที่ผิวตอบสนองของผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือจาก
ภาพที่ 1 (ก) โดยแกนนอน คือ ค่าของ  ̂  และแกนตั้งคือค่าของ  ̂   และเส้นวงรีแสดงเส้นคอนทัวร์ 
(Contour Line) ของพ้ืนที่ผิวตอบสนองของผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือ ซึ่งแสดงค่าผลบวกก าลัง

สองของส่วนเหลือของพิกัด   ̂
 
  ̂

 
   จากกราฟคอนทัวร์ พิกัด ( ̂ 

     ̂ 
    ) = (-0.62, -0.28)  

เป็นจุดที่ท าให้ผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือมีค่าต่ าที่สุด ซึ่งแสดงด้วยเครื่องหมายกากบาท  เส้นวงรี
อยู่ถัดจากจุดกากบาทมีค่าผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือเท่ากับ 8, 9, 10, 12, …  จะเห็นว่าวงรีที่ยิ่ง
ไกลออกไปจากจุดกากบาท จะมีค่าให้ผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือมากขึ้น  

𝛽̂  

𝛽̂  

𝛽̂  
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                          (ก)                                                   (ข) 

    

            (ค)        (ง) 

ภาพที่ 2 กราฟแสดงริดจต์่ าสดุและเส้นทางของพิกัดของริดจ์ต่ าสุดของผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือ ภายใต้
ข้อจ ากัด      ∑   

  
       (Simon, 2016: 6-9) 

   

 

 

 

𝛽̂  𝛽̂  

𝛽̂  𝛽̂  

𝛽̂  𝛽̂  

𝛽̂  𝛽̂  
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การวิเคราะห์การถดถอยวิธีริดจ์ พิจารณาค่าต่ าสุดของผลบวกก าลังสองของความ
คลาดเคลื่อนสุ่ม ภายใต้ข้อจ ากัด         ส าหรับค่าคงที่   ใดๆ ที่ก าหนด   จากตัวอย่างสมการ
ถดถอย     ̂   ̂       ̂     จะได้ว่าข้อจ ากัดของ       

    
      เป็นฟังก์ชันที่มี

กราฟเป็นรูปวงกลม ส าหรับ         เมื่อ   เป็นค่าคงที่ ดังนั้นเราจะพิจารณา พิกัด   ̂
 
  ̂

 
  

ที่มีค่าของผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือต่ าสุดและอยู่ภายใต้ข้อจ ากัดของเส้นวงกลม  ที่มีรัศมี  r 
ต่างๆ กัน นั่นคือจุดสัมผัสของเส้นคอนทัวร์กับเส้นวงกลม เรียกกว่า  ริดจ์ต่ าสุด (minimum ridge) 
ดังแสดงในภาพที่ 2 (ก) – (ค)  พิจารณาภาพที่ 2 (ก) เมื่อตรึงค่าผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือ 
เท่ากับ 8 แล้วหารัศมีของวงกลมที่สัมผัสกับเส้นคอนทัวร์ จะได้พิกัดของริดจ์ต่ าสุด คือ   ̂   ̂   =  
(-0.52, - 0.32)  ภาพที่ 2 (ข) และ (ค)  เมื่อตรึงค่าผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือ เท่ากับ 9 และ 10  
แล้วหารัศมีของวงกลมที่สัมผัสกับเส้นคอนทัวร์จะลดลงตามล าดับ ซึ่งจะท าให้พิกัดของริดจ์ต่ าสุด 
  ̂   ̂   จะเข้าใกล้จุดก าเนิด  (0,0) มากขึ้น  เมื่อเชื่อมโยงพิกัดของริดจ์ต่ าสุด ท าให้เห็นเส้นทาง
ของงริดจ์ต่ าสุด (ridge trace) ซึ่งเป็นเส้นทางของ steepest ascent ไปยังจุดก าเนิด  ดังแสดงใน
ภาพที่ 2 (ง)  

 
3.1 การประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธีริดจ์ 
ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธีริดจ์ ใช้วิธีการของการวิเคราะห์แบบริดจ์ ซึ่ง

สามารถอธิบายในเชิงคณิตศาสตร์ ได้ดังนี้  
จุดของริดจ์ต่ าสุดสามารถหาได้จากการหาอนุพันธ์ของ               จาก

สมการ (16) เทียบกับ    ภายใต้ข้อจ ากัด คือ          ดังนี้ 

                                                        ภายใตข้้อจ ากัด               

การหาค่าเหมาะสมที่สุดภายใต้ข้อจ ากัด (optimization with equality constraint) 
สามารถท าได้โดยใช้วิธีตัวคูณลากรองจ์ เมื่อ   เป็นตัวคูณลากรองจ์ (Lagrange multiplier)   จะได้
ฟังก์ชันลากรองจ์ (Lagrangian expression)  คือ  

                                                                                                       

อนุพันธ์บางส่วนของ          เทียบกับ  คือ  
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ก าหนดค่าอนุพันธ์เท่ากับศูนย์และแก้สมการหาค่าของ  ̂ 

                                                      

                                                                 

จะได้    ̂                        (18)       

ถ้า     เป็นเมทริกซ์บวกแน่นอน (positive definite)  แล้วค่าไอเกนของเมทริกซ์      
จะมีค่าเป็นบวก  ซึ่งท าให้ค่าต่ าสุดโดยรวม (overall minimum) ของฟังก์ชัน RSS( ̂  หาค่าได้และ
อยู่ที่จุด             เราสามารถลงจุด (plot) ริดจ์ต่ าสุด (minimum ridge) ของผลบวกก าลัง
สองของความคลาดเคลื่อนสุ่มจากจุดต่ าสุดโดยรวมไปยังจุดก าเนิด (r = 0) โดยการก าหนดค่า   ใน 
(18)  ที่มีค่าน้อยกว่าค่าไอเกนต่ าสุดของเมทริกซ์      ซึ่งค่า   ที่น้อยกว่าศูนย์ (หรือ      ) จะ
ให้ค่าประมาณที่ใกล้จุดก าเนิดมากกว่าจุดต่ าสุดโดยรวม    

ดังนั้น โดยทั่วไป ตัวประมาณริดจ์ นิยมเขียนอยู่ในรูปแบบของค่าคงที่        โดยที่  
       ดังนี้ 

                          ̂                                              (19)                  

                                           (20) 

เมื่อ                                        (21) 

การหาตัวประมาณริดจ์ สามารถพิจารณาในแง่มุมหนึ่งซึ่งเทียบเท่ากับวิธีการข้างต้น คือ การ
หาของเส้นทางของพิกัดของริดจ์ต่ าสุดโดยก าหนดค่าของผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือเท่ากับค่าใด
ค่าหนึ่ง และพิจารณาค่าประมาณ  ̂ ที่มีความยาวน้อยที่สุด  ซึ่งสามารถอธิบายได้ดังนี้  

ให้  ̂ เป็นตัวประมาณพารามิเตอร์   จะได้ ผลบวกก าลังสองของความคลาดเคลื่อนสุ่ม
สามารถเขียนอยู่ในรูป ดังนี้   

                  ̂       ̂  

 (    ̂   )
 
(    ̂   )    ̂   ̂          ̂   ̂     

            ( ̂)                                                    (22)                                                
จะเห็นว่าผลบวกก าลังสองของความคลาดเคลื่อนสุ่มส าหรับตัวประมาณ  ̂ เกิดจากผลรวมก าลังสอง
ของความคลาดเคลื่อนสุ่มส าหรับตัวประมาณโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดรวมกับค่าของเทอมก าลังสอง

ของ          เขียนอยู่ในรูปฟังก์ชัน     ̂  เมื่อก าหนดค่า     ̂  เท่ากับค่าคงที่โดย        

ซึ่งจะท าให้  ( ̂) มีค่าเพ่ิมขึ้น  เราสามารถหาค่าต่อเนื่องของ  ̂  ที่ท าให้                   
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เมื่อ       โดยการหาค่าเหมาะสมที่สุดของ  ̂  โดยหาค่า  ̂ ความยาวน้อยที่สุดภายใต้การ
ก าหนดค่า     ดังนี้                
                                      

                  ภายใต้ข้อจ ากัด    (   ̂   )
 
   (   ̂   )          

ซึ่งสามารถหาค าตอบได้ด้วยวิธีตัวคูณลากรองจ์ โดยก าหนด        เป็นตัวคูณลากรองจ์ และจะ
ได้ฟังก์ชันลากรองจ์ ดังนี้ 

                             (   ̂   )
 
   (   ̂   )      

อนุพันธ์บางส่วนของ          เทียบกับ   คือ  
 

  
,         * (   ̂   )

 
   (   ̂   )    +-    

                                 ̂       
                                             
                                                                          
                                                                                                                                      

                                                                                            

                                       ̂                   

ซึ่งจะได้ตัวประมาณแบบริดจ์ คือ   ̂                      เมื่อ         
เช่นเดียวกับสมการ (19)  

ความสัมพันธ์ระหว่างตัวประมาณริดจ์และตัวประมาณก าลังสองน้อยที่สุด สามารถเขียน
อยู่ในรูปแบบ  ดังนี้ 

                             ̂                      
                                                                          

              {                 }   
 ̂      

              [           ]
  

 ̂    

                                  ̂           (23) 

เมื่อ    [           ]
  

        (24) 

ก าหนดเมทริกซ์   เป็นเมทริกซ์แนวทแยงของค่าไอเกนของ     จากสมการ (15) นั่น
คือ          (          ) และเมทริกซ์    เป็นเมทริกซ์ขนาด       โดยที่แต่ละคอลัมน์
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ของเมทริกซ์   คือ ไอเกนเวกเตอร์ของ      ที่สอดคล้องกับค่าไอเกน  โดยที่         จะได้ว่า
เมทริกซ์   และ    จากสมการ (21) และสมการ (23) สามารถเขียนอยู่ในรูป 

            [        ]
   

 [ (     ) ]
   

  (     )
  

                 (25)  

และ           [            ]
   

 [     (      )]
   

 [ (       )  ]
   

  (       )
  

         (26) 

ก าหนด      และ        คือ ค่าไอเกนที่ i ของ     และ    ดังนั้น  

      
 

    
          (27) 

                                  (
 

  
  )

  

 (
    

  
)
  

 
  

    
                       (28) 

เมื่อ      คือ ค่าไอเกนของ     เมื่อ            

ดังนั้น เมื่อ   สูงขึ้นเข้าใกล้อนันต์ ส่งผลให้     ลู่เข้าสู่ศูนย์ จะได้ว่าเมทริกซ์    ลู่เข้าสู่
เมทริกซ์ศูนย์ ดังนั้นตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์จะลู่เข้าสู่ศูนย์ เมื่อ   เพ่ิมขึ้น  และ 
       จะได้ว่า  

                  ( ̂      )
 
( ̂     )= (  ̂   )

 
(  ̂   )  ( ̂   )

 
   ( ̂   )  ( ̂   )

 
 ̂    

 

3.2 สมบัติของตัวประมาณริดจ์ 
เราสามารถหาคุณสมบัติของตัวประมาณริดจ์ ได้แก่ ค่าคาดหวัง  ความแปรปรวน  และ

ค่าความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์ ( ̂     ) ดังนี้  
           3.2.1  ค่าคาดหวังของ  ̂       

                          [ ̂     ]        ̂      

                                        ̂     

                                                                   (29) 
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      นั่นคือ  ค่าคาดหวังของ   ̂      มีค่าเท่ากับ     [           ]
  

   ดังนั้น  
ตัวประมาณ   ̂       เป็นตัวประมาณท่ีเอนเอียง (biased estimator)  ส าหรับ    

3.2.2  เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของ  ̂       

                          ̂              ̂      

                                      ̂       

                                                                        

                                                           

                                    (
  

    
)
 
           (30) 

เมื่อก าหนด                         เป็นค่าไอเกนของเมทริกซ์ 
     ดังนั้นความแปรปรวนของ  ̂       จะลดลงสู่ศูนย์ เมื่อ   เพ่ิมขึ้น 

          3.2.3  ค่าความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของ  ̂      
          จากสมการ (11) ความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของ  ̂  คือ  

                ̂    [( ̂   [ ̂]) ( ̂   [ ̂])]  ( [ ̂]   ) ( [ ̂]   ) 
 
โฮเอิร์ลและเคนนาร์ด ได้อธิบายความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของ  ̂      (Hoerl 

and Kennard, 1970: 60-61)  ดังนี้  
            ̂         [(  ̂      ) (  ̂      )]                                                                                                           

                                    [( ̂     )   ( ̂     )]                  

                                                                          (31) 

เนื่องจาก เราสามารถเขียน    อีกรูปหนึ่ง คือ  

                                               

                                                                                                        (32)                  

และจาก      [           ]
        

จะได้ว่า                                    [(           )]  

                                                                   
                                               

นั่นคือ                                    (33)  
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ดังนั้น      ̂       ในสมการ (31)  สามารถจัดรูปของ             และ     
โดยใช้รูปแบบของ   ในสมการ (32) และ (33) ดังนี้ 

                                       (     )  

                                          (     ) 

                                       (     ) 

                                                                                                          (34) 

และ                            

                                                                          (35)                                 

แทนค่า            และ      จากสมการ (34) และ (35) ในสมการ (31)  จะได้ว่า             

        ̂        
 
                          

                                {              }                   

             ,∑
 

    

 
     ∑

 

       
 
   -       (       )

  
    

                        ∑ (
 

    
 

 

       
) 

         (       )
  

  

                                ∑ (
  

       
) 

         (       )
  

                                          

                                
 
      

 
    

ดังนั้น ความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของ  ̂       คือ ผลบวกของเทอมฟังก์ชัน 
 
 
    และ  

 
     ซึ่งความหมายของเทอม  

 
    คือ ค่าก าลังสองของระยะทางระหว่าง    และ 

   ซึ่งจะมีค่าเป็นศูนย์ ถ้า      เพราะว่า        ดังนั้น  
 
    จึงสามารถพิจารณาเป็นค่า

ก าลังสองของความเอนเอียงของ   ̂       ส่วนเทอม  
 
     คือ ผลรวมของค่าความแปรปรวนของ

ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย  ̂ 
      แต่ละตัว  ซึ่งเป็นผลรวมของสมาชิกแนวทแยงของเมท

ริกซค์วามแปรปรวนร่วมของ  ̂      หรือ       ̂       ในสมการ (30)   
 ความสัมพันธ์ระหว่างความแปรปรวนร่วม  ค่าก าลังสองของความเอนเอียง และค่า   
สามารถแสดงได้ในภาพที่ 3  ซึ่งจะเห็นได้ว่า ผลรวมของความแปรปรวนจะลดลง เมื่อ   เพ่ิมขึ้น 
ในขณะที่ค่าก าลังสองของความเอนเอียงจะเพ่ิมข้ึนตามค่า    



  

 

25 

 

ภาพที่ 3 กราฟแสดงความสมัพันธ์ระหว่างความแปรปรวนร่วม   
ค่าก าลังสองของความเอนเอียง และค่า   (Hoerl and Kennard, 1970: 61)   

 
จากกราฟในภาพ 3   เส้นของกราฟท่ีมีลักษณะเป็นเส้นประ แสดงค่าของผลรวมของ   

 
    

และ  
 
     ซึ่งก็คือค่า      ̂         จะเห็นว่า มีความเป็นไปได้ที่จะหาค่า k ที่ท าให้ค่าความ

คลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยต่ าสุดของตัวประมาณ   ̂       ซึ่งความเป็นไปได้นี้ สามารถอธิบายได้
โดยคุณสมบัติทางคณิตศาสตร์ของ  

 
    และ  

 
    โดยฟังก์ชัน  

 
    เป็นฟังก์ชันลดลงทาง

เดียว (monotonic decreasing function) ของ k และฟังก์ชัน  
 
    เป็นฟังก์ชันเพ่ิมขึ้นทางเดียว 

(monotonic increasing function) ของ k  ซึ่งความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยมีค่าต่ าเมื่อ k มีค่า
เข้าใกล้ในบริเวณจุดก าเนิด  อย่างไรก็ตามคุณลักษณะที่มีนัยส าคัญที่สุด คือ อนุพันธ์ของแต่ละฟังก์ชัน 
เมื่อ k มีค่าเข้าใกล้ในบริเวณจุดก าเนิด ซึ่งสามารถหาได้ดังนี้  

          
   
  

        

 .  ∑
  

(    )
 

 
   /

  
 

                            {  ∑              
   } 

                               ∑   
   

                       

             
   
  

        

 (    (       )
  

 )

  
                                                                       

                           (       )
  

           (       )
  

   

                                      

ดังนั้น   
 
    มีค่าอนุพันธ์เป็นค่าลบ ซึ่งจะมีเข้าใกล้        เมื่อ k เข้าใกล้ศูนย์ทางบวก 

(     )  ส าหรับ      เป็นเมทริกซ์เชิงตั้งฉาก (orthogonal) และมีค่าเข้าใกล้       เมื่อ     
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เป็นเมทริกซ์ที่มีสภาวะไม่เหมาะสม (ill-conditional) และ         ในทางตรงกันข้าม เมื่อ k เข้า
ใกล้ศูนย์ทางบวก (     ) สมการ (28) แสดงให้เห็นว่าค่าอนุพันธ์ของ  

 
    มีลักษณะแบน (flat) 

และมีค่าเป็นศูนย์ที่จุดก าเนิด คุณสมบัติเหล่านี้น าไปสู่ข้อสรุปได้ว่า มีความเป็นไปได้ที่จะเคลื่อนที่ค่า 
     จะท าให้เกิดความเอนเอียงเล็กน้อย และลดความแปรปรวนลงได้อย่างมาก ด้วยวิธีนี้ท าให้มี
การปรับแก้ไขความคลาดเคลื่อนของการประมาณค่าและการพยากรณ์ให้ดีขึ้น   

หากตัวแปรอิสระทุกตัวมีความสัมพันธ์กับตัวแปรตาม   เราสามารถเลือกใช้การวิเคราะห์การ
ถดถอยวิธีริดจ์  ซึ่งจะเป็นการดึงค่าประมาณโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดลดลงไปด้านศูนย์   ท าให้ได้ค่า  
 ̂      ทุกตัวมีขนาดเล็กแต่ไม่เท่ากับศูนย์ ดังนั้นวิธีริดจ์จึงมีความเหมาะสมในการวิเคราะห์ข้อมูลที่มี
สัมประสิทธิ์การถดถอยขนาดเล็กที่ไม่เท่ากับศูนย์จ านวนมาก  ตัวประมาณนี้ เป็นตัวประมาณที่เอน
เอียง (biased estimator)  ส าหรับพารามิเตอร์     แต่สามารถลดความแปรปรวนของตัวประมาณ
ให้น้อยลง  สมบัติเด่นของการถดถอยแบบริดจ์ คือ ตัวประมาณท่ีได้จะมีความเสถียร จึงเป็นอีกวิธีที่ใช้
กันมากเพ่ือแก้ไขปัญหาตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์กันสูง แม้ว่าข้อมูลจะไม่มีมิติสูงก็ตาม  แต่ส าหรับ
ข้อจ ากัดของวิธีนี้  คือ  การขาดสมบัติในการเลือกตัวแปรอิสระท าให้การแปลผลตัวแปรในตัวแบบมี
ความซับซ้อนในกรณีท่ีข้อมูลมีมิติสูง 

 

4. การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณด้วยวิธีแลซโซ (Least absolute selection and shrinkage 
operator regression : LASSO regression) 

ทิบชิรานิ (Tibshirani, 1996: 267-268)  ได้กล่าวถึงตัวประมาณก าลังสองน้อยที่สุดของ
การถดถอยพหุคูณใน 2 ประเด็น คือ ความถูกต้องของการพยากรณ์และความแปลความหมายของ
สมการถดถอย  ในประเด็นแรกเกี่ยวกับความถูกต้องของการพยากรณ์   จะพบว่า การวิเคราะห์การ
ถดถอยพหุคูณในบางครั้ง ตัวประมาณก าลังสองน้อยที่สุดที่ได้ เป็นตัวประมาณที่ไม่เอนเอียง แต่มี
ความแปรปรวนสูง ซึ่งท าให้การพยากรณ์ของสมการถดถอยไม่ถูกต้อง และความถูกต้องของการ
พยากรณ์สามารถถูกปรับปรุงให้ดีขึ้นด้วยวิธีการลดขนาดของตัวประมาณ หรือท าให้ตัวประมาณมีค่า
เท่ากับศูนย์ โดยการเพ่ิมความเอนเอียงของตัวประมาณ และลดความแปรปรวน  ซึ่งจะท าให้การ
พยากรณ์มีความถูกต้องมากขึ้น   ประเด็นที่สอง คือ การแปลความหมายของสมการถดถอย  ถ้าตัว
แปรอิสระมีจ านวนมาก นักวิจัยส่วนใหญ่จะสนใจเฉพาะเซตย่อยของตัวแปรอิสระที่มีอิทธิพลต่อตัว
แปรตามมากที่สุดแทน   
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เทคนิคที่ช่วยในการปรับปรุงการวิเคราะห์การถดถอยพหุคูณด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด
ใน 2 ประเด็นที่กล่าวมาข้างต้น  คือ  การคัดเลือกตัวแปรอิสระ (subset selection)  และการ
ถดถอยวิธีริดจ์    เทคนิคในการคัดเลือกตัวแปรอิสระ (subset selection) ช่วยให้สมการถดถอย
พหุคูณด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด มีจ านวนตัวแปรอิสระที่สามารถอธิบายความหมายได้  แต่การ
คัดเลือกตัวแปรอิสระ เป็นกระบวนการไม่ต่อเนื่อง (discrete process)   นั่นคือ ตัวแปรอิสระทีละตัว
จะถูกพิจารณาว่าจะเข้าหรือออกจากสมการถดถอย ซึ่งถ้าข้อมูลที่น ามาวิเคราะห์มีการเปลี่ยนแปลงไป
เล็กน้อย ก็จะท าให้ผลการคัดเลือกตัวแปรอิสระในสมการถดถอยพหุคุณมีความแตกต่างกันมาก และ
ส่งผลให้ความถูกต้องของการพยากรณ์ลดลง  แต่ตัวประมาณริดจ์เป็นวิธีการหาตัวประมาณที่เป็น
กระบวนการต่อเนื่อง (continuous process) โดยการปรับลดขนาดของตัวประมาณ  ซึ่งมีความ
เสถียร (stable) ของความถูกต้องของการพยากรณ์ แต่ตัวประมาณริดจ์ จะไม่มีค่าเท่ากับศูนย์ ท าให้
ตัวแปรอิสระทุกตัวอยู่ในสมการถดถอย ซึ่งยากต่อการแปลความหมาย 

ทิบชิรานิ (Tibshirani, 1996: 268-273)  จึงได้เสนอวิธีการประมาณพารามิเตอร์ที่ชื่อว่า 
LASSO  ที่ย่อมาจากค าว่า  Least Absolute Selection and Shrinkage Operator  ซึ่งเป็นวิธีการ
ปรับค่าของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยบางตัวให้ลดลง และให้ค่าตัวประมาณสัมประสิทธิ์การ
ถดถอยบางตัวมีค่าเท่ากับศูนย์ โดยพยายามท่ีจะรักษาสมบัติที่ดีของตัวประมาณริดจ์ และการคัดเลือก
ตัวแปรให้คงอยู่ในวิธีการของ LASSO  ซึ่งหลักการของหาตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธี  
LASSO มีความคล้ายคลึงกับตัวประมาณริดจ์ คือ การหาตัวประมาณของเวกเตอร์พารามิเตอร์   ที่
ท าให้ผลบวกก าลังสองของความคลาดเคลื่อนสุ่มมีค่าต่ าสุด  ภายใต้ข้อจ ากัดของ L1 นอร์ม ของ   คือ  
 ‖ ‖  ∑ |  |

 
       เมื่อ   เป็นค่าคงที่  ซึ่งแตกต่างกับตัวประมาณริดจ์ที่มีข้อจ ากัด L2 นอร์ม 

ของ     
ซีมอน (Simon, 2016: 1-9)  ได้อธิบายวิธีการหาตัวประมาณ LASSO จากการวิเคราะห์

การถดถอยพหุคุณ โดยใช้ชุดข้อมูลที่อยู่ในแพคเกจ mtcars ของซอฟ์ต์แวร์ R  ซึ่งเป็นข้อมูลเกี่ยวกับ
การเผาผลาญพลังงานเชื้อเพลิง การออกแบบเครื่องยนต์ และประสิทธิภาพการท างานของเครื่องยนต์ 
จ านวน 32 รุ่นที่ผลิตปี 1973-1974  จากงานวิจัยของ เฮนเดอสันและเวลลีเมน (Henderson and 
Velleman, 1981: 396)  ซึ่งเป็นชุดข้อมูลเดียวกับที่กล่าวไว้ในหัวข้อการวิเคราะห์การถดถอยวิธีริดจ์  
ซีมอนได้แสดงตัวอย่างของการถดถอยพหุคูณวิธี LASSO  ของสมการถดถอยพหุคูณที่มีตัวแปรอิสระ 
2 ตัว คือ    ̂   ̂       ̂      โดยที่  mpg คือ  ระยะทางที่รถวิ่งได้ (ไมล์) ต่อน้ ามัน 1 
แกลลอน (mpg)  disp คือ  ความจุของเครื่องยนต์  และ hp  คือ แรงม้ารวม  ภาพของพ้ืนที่ผิว
ตอบสนองและคอนทัวร์ของผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือของพิกัด   ̂   ̂   บนระนาบพิกัดฉาก
เหมือนกันภาพที่ 1 (ก) ละ (ข) ตามล าดับ ซึ่งได้แสดงไว้ในหัวข้อที่แล้ว  
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                             (ก)                                                         (ข) 

    

          (ค)               (ง) 

ภาพที่ 4 กราฟแสดงวิธีการหาตัวประมาณ LASSO และเส้นทางของพิกัดของ   ̂   ̂   ของตัวประมาณ LASSO 

ภายใต้ข้อจ ากัด  ∑ |  |
 
        (Simon, 2016: 11-14)   

   

 
 
 
 

𝛽̂  

𝛽̂  𝛽̂  

𝛽̂  

𝛽̂  𝛽̂  

𝛽̂  𝛽̂  
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การวิเคราะห์การถดถอยวิธี LASSO  พิจารณาค่าต่ าสุดของผลบวกก าลังสองของความ
คลาดเคลื่อนสุ่ม ภายใต้ข้อจ ากัด ∑ |  |

 
       ส าหรับค่าคงที่ t ใดๆ ที่ก าหนด   จากตัวอย่าง

สมการถดถอย     ̂   ̂       ̂     จะได้ว่าข้อจ ากัดของ ∑ |  |
 
    |  |  |  |     

เป็นฟังก์ชันที่มีกราฟเป็นรูปสี่เหลี่ยมข้าวหลามตัด (diamond shape)  เมื่อ   เป็นค่าคงที่ ดังนั้นเรา

จะพิจารณา พิกัด   ̂
 
  ̂

 
   ที่มีค่าของผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือต่ าสุดและอยู่ภายใต้ข้อจ ากัด

ของ|  |  |  |     นั่นคือจุดสัมผัสของเส้นคอนทัวร์กับสี่เหลี่ยมข้าวหลามตัด ดังแสดงในภาพที่ 4 
(ก) – (ค)  พิจารณาภาพที่ 4 (ก) เมื่อตรึงค่าผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือ เท่ากับ 8 แล้วขนาดของ
สี่เหลี่ยมข้าวหลามตัดที่สัมผัสกับเส้นคอนทัวร์ จุดสัมผัส คือ พิกัดของ   ̂   ̂   ที่เป็นตัวประมาณ
LASSO   ภาพที่ 4 (ข) และ (ค)  เมื่อตรึงค่าผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือเท่ากับ 9 และ 10  แล้ว
หาขนาดของสี่เหลี่ยมข้าวหลามตัดที่สัมผัสกับเส้นคอนทัวร์ ซึ่งขนาดของสี่เหลี่ยมจะลดลงเมื่อค่า
ผลบวกก าลังสองของส่วนเหลือมากขึ้น  ซึ่งจะท าให้พิกัดของ   ̂   ̂   จะเข้าใกล้จุดก าเนิด  (0,0) 

มากขึ้น  เมื่อเชื่อมโยงพิกัดของ   ̂
 
  ̂

 
  ที่ได้จากภาพที่ 4 (ก) – (ค)  ท าให้เห็นเส้นทางของผลลัพธ์

ของวิธี LASSO ซึ่งค่าของตัวประมาณ LASSO จะมีค่าเข้าสู่แกนนอน   ̂      โดยท ามุม 45 องศา 
จากนั้น  ̂   มีค่าลู่เข้าสู่ศูนย์ ท าให้   ̂   ̂   ลู่เข้าสู่จุดก าเนิด        ดังแสดงในภาพที่ 4 (ง) 

 
 

4.1 การประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธีแลซโซ  
ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธี LASSO  สามารถนิยามโดย 

                                             

         ภายใต้ข้อจ ากัด    ∑ |  |
 
                                                           

เมื่อ        เรียกว่า พารามิเตอร์การปรับแต่ง (tuning parameter)  ซึ่งควบคุมขนาดของการหดตัว
(shrinkage) ของตัวประมาณ  ̂  ถ้า    ∑| ̂    |   เมื่อก าหนด ค่า         จะท าให้ตัว
ประมาณสัมประสิทธิ์ถูกดึงค่าลดลงเข้าหาศูนย์ และตัวประมาณบางตัวจะมีค่าเท่ากับศูนย์ ซึ่งสามารถ
เขียนอยู่ในรูปสมการที่สอดคล้องกัน คือ 

           ̂                             ∑ |  |
 
     

เนื่องจากตัวประมาณ LASSO เป็นตัวประมาณที่เป็นค าตอบของฟังก์ชันที่ไม่เป็นเชิงเส้น
และไม่สามารถหาอนุพันธ์เทียบกับ     ได้  ส าหรับค่า   ใดๆ ที่ก าหนด เราจึงไม่สามารถเขียนตัว
ประมาณ LASSO อยู่ในสูตรที่ชัดเจนได้ในกรณีทั่วไป  แต่เราสามารถศึกษาตัวประมาณ LASSO ใน
กรณีเฉพาะ คือ ในกรณีของเมทริกซ์ของตัวแปรอิสระ   อยู่ ในรูปเมทริกซ์เชิงตั้งฉากปกติ 
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(orthonormal design matrix)  นั่นคือ          เพ่ือแสดงให้เห็นถึงทิศทางและขนาดของการ
ปรับลดลง (shrinkage) ของตัวประมาณ LASSO เทียบกับตัวประมาณ OLS ได้  

พิจารณาในกรณีของเมทริกซ์ของตัวแปรอิสระ   อยู่ในรูปเมทริกซ์เชิงตั้งฉากปกติ นั่น
คือ สมมติให้          ดังนั้น  เราจะได้ว่า  

                             ̂                     

และ                                    

                                           ( ̂   )       

                                              ∑    
  

     ∑  ̂ 
     

 
    ∑   

  
    

ดังนั้น ในกรณีของเมทริกซ์การตั้งฉากปกติ  ตัวประมาณ LASSO สามารถหาได้จาก 

                           
      ∑    

  
     ∑  ̂ 

     
 
    ∑   

  
    

                ภายใตข้้อจ ากัด   ∑ |  |
 
                                                           

ซึ่งผลเฉลยของปัญหาค่าเหมาะสมที่สุดดังกล่าวนี้ สามารถท าได้โดยใช้วิธีตัวคูณลากรองจ์ เมื่อ   เป็น
ตัวคูณลากรองจ์ จะได้ฟังก์ชันลากรองจ์ คือ  

         ∑   
 

 

   

  ∑ ̂ 
     

 

   

 ∑  
 

 

   

   ∑|  |

 

   

    

ก าหนด      โดยที่      0  ดังนั้น  

         ∑   
 

 

   

  ∑ ̂ 
     

 

   

 ∑   
 

 

   

   ∑|  |

 

   

    

                                ∑    
  

    ∑ [     ̂ 
        

   |  |]
 
       

หาอนุพันธ์บางส่วนของ          เทียบกับ     

                           

   
 

 

   
[∑    

  
    ∑ [     ̂ 

        
   |  |]

 
      ]  

                                     
 

   
[∑ (     ̂ 

        
   |  |)

 
   ] 

                                

   
(   ̂ 

        
   |  |)                                        (36) 
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สมการ (36)  จะมีค่าต่ าสุด  เมื่อ  ̂ 
          นั่นคือ เครื่องหมายของ  ̂ 

     และ    จะต้องมี
เครื่องหมายเดียวกัน  ซึ่งอาจจะเป็นเครื่องหมายบวกทั้งคู่ หรือลบทั้งคู่  เราจึงพิจารณาเป็นสองกรณี
ดังนี้  

กรณี 1 :  ̂ 
       และ       ; 

        

   
(   ̂ 

        
     )    

                                          ̂ 
              

                                           ̂    ̂ 
      

                           ̂   ̂ 
    

 

 
     

เนื่องจาก  ̂     ท าให้    ̂ 
    

 

 
    ดังนั้น 

             ̂  {
 ̂ 

    
 

 
            ̂ 

    
 

 

                      ̂ 
    

 

 

 

กรณี 2 :  ̂ 
       และ        ; 

        

   
(   ̂ 

        
     )    

                                            ̂ 
              

                                ̂    ̂ 
      

                         ̂   ̂ 
    

 

 
     

เนื่องจาก        จึงท าให้    ̂ 
    

 

 
     ซึ่งสมมูลกับ    ̂ 

    
 

 
    แต่  

 ̂ 
        นั่นคือ   ̂ 

        ส่งผลให้  | ̂ 
   |  

 

 
    ดังนั้นจะได้ว่า  | ̂ 

   |  
 

 
  

             ̂  {
 ̂ 

    
 

 
         ̂ 

     
 

 

                      
 

 
   ̂ 
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จากทั้งสองกรณีข้างต้น จะได้ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธี LASSO  คือ    

                    ̂ 
      

{
 
 

 
  ̂ 

    
 

 
               ̂ 

    
 

 

                               
 

 
     ̂ 

    
 

 

 ̂ 
    

 

 
             ̂ 

     
 

 

                                 (37) 

เมื่อ        เป็นค่าคงที่ทีพิ่จารณาจากข้อจ ากัด  ∑ | ̂ |
 
       

จาก (37) จะเห็นว่า  ̂ 
      จะถูกปรับค่าลดลงมีขนาดเท่ากับ | ̂ 

   |  
 

 
  และมี

เครื่องหมายเดียวกับ  ̂ 
    ในกรณีที่ | ̂ 

   | มีค่ามากกว่า  
 
  และ  ̂ 

      จะมีค่าเท่ากับศูนย์ในกรณี
ที่  | ̂ 

   | น้อยกว่า  
 
  ซึ่งฟังก์ชันนี้มีรูปแบบเดียวกันกับการก าหนดเกณฑ์อย่างอ่อน ( soft-

thresholding operator) ที่ได้กล่าวไว้ในงานวิจัยของโดโนโล และจอห์นสโตน (Donolo and 
Johnstone, 1993: 8)  ซึ่งสมการ (37) สามารถเขียนอยู่ในอีกรูปแบบหนึ่ง คือ  

              ̂ 
          ( ̂ 

   )(| ̂ 
   |   )

  

เมื่อ    
 

 
   ถูกก าหนดภายใต้ข้อจ ากัด  ∑ | ̂ |

 
        และ                 เมื่อ z เป็นค่า

ของตัวแปรในฟังก์ชัน และ    หมายถึง ฟังก์ชันบ่งชี้ (indicator function) โดยที่      1 ถ้า A 
เป็นจริงและเท่ากับศูนย์ในกรณีอ่ืนๆ   

จากรูปแบบของตัวประมาณ LASSO  ในสมการ (37)  จะเห็นว่า ตัวประมาณ  ̂ 
      

บางตัวมีค่าเป็นศูนย์ ดังนั้นจึงเป็นเหตุผลว่า  การประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธี LASSO 
นั้น  มีการคัดเลือกตัวแปรเข้าสู่สมการและตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยถูกปรับค่าลดลงเข้าหา
ศูนย์ในคราวเดียวกัน  
 

4.2  การเปรียบเทียบตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีแลซโซกับวิธีริดจ์  
ดังที่ได้กล่าวมาตอนต้น ตัวประมาณ LASSO เป็นวิธีการปรับค่าของตัวประมาณ

สัมประสิทธิ์การถดถอยบางตัวให้ลดลง และให้ค่าตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยบางตัวมีค่า
เท่ากับศูนย์ โดยพยายามที่จะรักษาสมบัติที่ดีของตัวประมาณริดจ์ และการคัดเลือกตัวแปร ดังนั้น       
ถ้าพิจารณาเปรียบเทียบตัวประมาณ LASSO กับตัวประมาณวิธี best subset selection  และวิธี
ริดจ์ ซึ่งสามารถเขียนอยู่ในรูปของฟังก์ชันของตัวประมาณ OLS  เมื่อเมทริกซ์      อยู่ในรูปของเมท
ริกซ์เชิงตั้งฉากปกต ิ ได้ดังนี้   (Tibshirani, 1996: 269)   

ตัวประมาณวิธี best subset selection ของตัวแบบถดถอยพหุคูณที่มีตัวแปรอิสระ   
ตัว  และคัดเลือกตัวประมาณสัมประสิทธิ์ถดถอยที่มีขนาดของสัมประสิทธิ์ (ค่าสัมบูรณ์) สูงที่สุด 
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จ านวน   ตัว และค่าของตัวประมาณสัมประสิทธิ์ถดถอยที่เหลือมีค่าเท่ากับศูนย์ สามารถเขียนอยู่ใน
รูปของฟังก์ชันของตัวประมาณ OLS  ได้ดังนี้  

 ส าหรับค่า    ใดๆ ที่ก าหนดเป็นเกณฑ์ส าหรับการคัดเลือก และตัวประมาณสัมประสิทธิ์
ถดถอยที่ไม่ถูกเลือก มีค่าเท่ากับศูนย ์นั่นคือ  

    ̂      {
  ̂ 

         | ̂ 
   |   

               อ่ืนๆ 
 

 จากหัวข้อ 2.3 ในสมการ (21) ตัวประมาณของสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์ คือ 

 ̂      [           ]
  

 ̂     ซ่ึงในกรณีของเมทริกซ์ตั้งฉากปกต ิ จะได้ว่า  

                                      ̂      [      ]
  

 ̂     

                                                           ̂    

  ดังนั้น                            ̂ 
     

  
 

   
  ̂ 

      

 เมื่อ            และ   ขึ้นอยู่กับค่า   

จากฟังก์ชันของตัวประมาณวิธี best subset selection (  ̂ ),  ตัวประมาณริดจ์ ( 

 ̂ 
      ) และตัวประมาณ LASSO (  ̂ 

     )   สามารถเขียนกราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่าง   ̂ ,  

 ̂ 
       และ  ̂ 

      กับตัวประมาณ   ̂ 
     ดังภาพที่ 5 

 

 (ก) วิธี best subset selection  (ข) วิธีริดจ์   (ค) วิธี LASSO 

ภาพที่ 5 แสดงความสัมพันธ์ของการสัมประสิทธ์ิการถดถอยโดยวิธตี่าง ๆ กับสัมประสิทธ์ิการถดถอย 
วิธีก าลังสองน้อยที่สุด  ในกรณีของเมทริกซ์ตั้งฉากปกติ เมื่อ   = 2 (Tibshirani, 1996 : 270) 

 

 

𝛽 
𝑜𝑙𝑠

 𝛽 
𝑜𝑙𝑠

 𝛽 
𝑜𝑙𝑠

 

𝛽 
𝑗
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ภาพที่ 5 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธีก าลัง
สองน้อยสุด และตัวประมาณวิธี Subset selection, ตัวประมาณริดจ์  และตัวประมาณ LASSO  
แสดงในภาพที่ 5  (ก), (ข), (ค) ตามล าดับ แกนนอนคือค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธีก าลังสอง
น้อยที่สุดและแกนตั้งคือค่าประมาณของสัมประสิทธิ์การถดถอยแต่ละวิธี   เส้นประท ามุม      กับ
แกนนอน คือ เส้นตรงที่ค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธีต่าง ๆ เท่ากับค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยโดย
วิธีก าลังสองน้อยที่สุด ซึ่งแสดงเฉพาะจตุภาค (quadrant) ที่ 1   จากภาพที่ 5 (ก) แสดงความสัมพันธ์
ระหว่างตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธีก าลังสองน้อยสุด และตัวประมาณสัมประสิทธิ์การ
ถดถอยโดยวิธี Subset selection โดย  ̂   ̂ 

     เมื่อ  ̂       และ  ̂     เมื่อ  ̂        
แสดงว่า ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยที่มีค่ามากกว่า 2 จะถูกคัดเลือกเข้าสมการ  จากภาพที่ 5 
(ข) แสดงความสัมพันธ์ระหว่างตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธีก าลังสองน้อยสุด และตัว
ประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธีริดจ์ จะเห็นว่า   ̂   

 

   
  ̂ 

     
 

 
  ̂ 

     นั่นคือ ตัว
ประมาณแบบริดจ์ จะมีค่าลดลงเป็น 1 ใน 3 ของตัวประมาณโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด    จากภาพที่ 
5 (ค) แสดงความสัมพันธ์ระหว่างตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธีก าลังสองน้อยสุด และตัว
ประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธี LASSO จะเห็นว่า  ̂   ̂ 

       เมื่อ  ̂ 
       และ 

 ̂     เมื่อ  ̂ 
         ดังนั้น ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยที่มีค่ามากกว่า 2 จะถูก

คัดเลือกในสมการ และท าให้มีขนาดลดลงโดยมีค่าน้อยกว่า  ̂ 
   เท่ากับ 2 หน่วย ทุกค่า  

ภาพที่ 6 แสดงการเมื่อเปรียบเทียบการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO 
และวิธีริดจ์ในกรณี  =2 เส้นวงรีแสดงเส้นคอนทัวร์ (Contour Line) ของฟังก์ชันภาวะน่าจะเป็น
สูงสุด (Maximum likelihood function)  โดยมีค่าประมาณโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด ( ̂   ) เป็น
จุดศูนย์กลางวงรี พ้ืนที่แรเงาคือ  เงื่อนไขของพารามิเตอร์แบบ LASSO  ได้แก่ |  |  |  |     ซึ่ง
เป็นรูปสี่เหลี่ยมเอียง และแบบริดจ์ได้แก่   

    
     ตามล าดับ  และจุดที่เส้นความชันสูงที่น้อย

ที่สุดสัมผัสกับพ้ืนที่เงื่อนไขบังคับ  จะเป็นตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO และวิธีริดจ์
โดยจะพบว่า วิธี LASSO นั้น  บางครั้งอาจจะมีโอกาสที่เส้นความชันสูงสัมผัสกับพ้ืนที่เงื่อนไขบังคับที่
จุดมุมของรูปสีเหลี่ยม  นั่นหมายความว่า  สัมประสิทธิ์       ส่งผลให้มีการคัดเลือกตัวแปรเกิดขึ้น  
โดยเส้นความชันสูงนี้จะต้องสัมผัสกับรูปสี่เหลี่ยมในจตุภาค (quadrant) เดียวกับ  ̂    เนื่องจาก

ข้างต้น        ̂
 

   
     

     |  |   โดย   จะมีค่าต่ าสุด  เมื่อ   ̂
 

   
       ดังนั้น 

เมื่อ    ̂ 
              จะต้องมากกว่าศูนย์ด้วย  และเม่ือ   ̂ 

       นั้น        ด้วย  จึงส่งผล
ให้   ̂       อยู่จตุภาคเดียวกันกับ   ̂    แต่การประมาณแบบริดจ์นั้นไม่มีโอกาสที่เส้นความชันสูง
จะสัมผัสกับพ้ืนที่เงื่อนไขที่จุดมุม  จึงไม่มีการคัดเลือกตัวแปรเกิดข้ึนนั่นเอง 
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ภาพที่ 6 การประมาณค่าพารามิเตอร์สมัประสิทธ์ิการถดถอยแบบ LASSO และแบบริดจ ์

ในกรณี  =2 (Tibshirani, 1996: 271) 

 

เมื่อพิจารณากรณีที่ตัวแปรอิสระ 2 ตัว นั่นคือ  =2  และสมมติให้ตัวประมาณ  ̂ 
    

เมื่อ  =1,2  มีค่าเป็นบวกท้ังคู่  ดังนั้น จะได้ตัวประมาณแบบ LASSO คือ 

                         ̂     ( ̂ 
     )

   

เมื่อ   ∑ |  ̂
     

| 
     ̂ 

       ̂ 
       และ     ̂ 

     ̂ 
    ซึ่งสูตรข้างต้นจะเป็นจริง 

 

เมื่อ    ̂ 
     ̂ 

     จะได้ผลลัพธ์ส าหรับ    คือ 

   ̂ 
      (

 

 
 

 ̂ 
     ̂ 

   

 
)
 

   และ   ̂ 
      (

 

 
 

 ̂ 
     ̂ 

   

 
)
 

   

ในทางตรงกันข้าม  การปรับค่าลดลงของสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี ริดจ์ขึ้นอยู่กับ
สหสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระ ภาพที่ 7 แสดงตัวอย่างที่เกิดจากการจ าลองข้อมูล 100 ชุด  จากตัว
แบบถดถอย            เมื่อ    และ     มีการแจกแจงปรกติมาตรฐาน และสหสัมพันธ์    
มีค่าต่างๆ โดยแสดงค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์และ LASSO ภายใต้ข้อจ ากัดของ 
  

    
  และ |  |  |  | ตามล าดับ  โดยเส้นทึบแสดงค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี 

LASSO ส าหรับทุกค่า   และเส้นประแสดงค่าประมาณวิธีริดจ์ซึ่งขึ้นอยู่กับค่า   เมื่อ    = 0 
ค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์จะมีปรับค่าลดลงเป็นสัดส่วน  อย่างไรก็ตาม ส าหรับค่า   
ขนาดใหญ่  ค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์จะปรับค่าอย่างแตกต่างกันโดยจะมีค่าลดลง
เมื่อเพ่ิมข้อจ ากัดเพียงเล็กน้อย (Tibshirani, 1996: 272)  

LASSO   วิธีริดจ ์
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ภาพที่ 7 คู่อันดับ  (     )  วิธี LASSO (          )  และ วิธรีิดจ์(          )   
ภายใต้ข้อจ ากัดของพารามิเตอร์ของทั้งสองวิธี  ส าหรับตัวแปรอิสระ 2 ตัว   

โดยเส้นประสมัพันธ์กับค่า    0, 0.23, 0.45, 0.68 และ 0.90 จากล่างขึ้นบน (Tibshirani, 1996: 272) 
   

4.3 ขั้นตอนวิธี (Algolithm) ของการหาตัวประมาณวิธีแลซโซ 

ส าหรับค่าคงที่ t ใดๆ การหาตัวประมาณ LASSO  ที่เป็นค าตอบของปัญหา   
                              ภายใต้ข้อจ ากัด    ∑ |  |

 
        ไม่มีสูตรที่ชัดเจน 

ดังนั้น จ าเป็นต้องใช้วิธีการหาค าตอบของปัญหาค่าเหมาะสมที่สุด โดยใช้ขั้นตอนวิธีส าหรับการ
ค านวณเชิงคอมพิวเตอร์เพื่อหาค าตอบปัญหาดังกล่าว   ในงานวิจัยของทิบชิรานิ  (Tibshirani, 1996: 
278) ได้เสนอวิธีการโปรแกรมก าลังสอง (quadratic programming) ในการหาตัวประมาณ LASSO   
ต่อมาอีฟรอน (Efron et al., 2004: 411-416)  ได้น าเสนอข้ันตอนวิธีในการคัดเลือกตัวแปรอิสระเข้า
สมการถดถอยการที่เรียกว่า การถดถอยมุมน้อยที่สุด (Least Angle Regression : LARS) หรือ
เรียกว่า LARS  ซึ่งเป็นขั้นตอนวิธีที่พัฒนาจากหลักการของวิธีการคัดเลือกตัวแปรแบบไปข้างหน้า 
(Forward selection method)  และสามารถน ามาประยุกต์ใช้กับขั้นตอนวิธีของการหาตัวประมาณ 
LASSO (Efron et al., 2004: 416-417)  ซึ่งปัจจุบันนักวิจัยนิยมใช้วิธีการนี้อย่างแพร่หลายการหาตัว
ประมาณ LASSO โดยสามารถเรียกใช้ชุดค าสั่งส าเร็จรูปที่มีชื่อว่า LARS ซึ่งมีอยู่ในซอฟต์แวร์ทางสถิติ 
R  เขียนโดย ฮาสทาย  (Hastie, 2015: 2-9) ส าหรับการวิเคราะห์การถดถอยด้วยวิธี LASSO  

LARS เป็นวิธีการที่รวดเร็วในการคัดเลือกตัวแปรอิสระ เป็นวิธีการอย่างง่ายในการหาตัว
ประมาณวิธี LASSO  โดยขั้นตอนแรกจะหาตัวแปรอิสระท่ีสัมพันธ์กับตัวแปรตามมากที่สุดและท าการ
หาค่าพยากรณ์ ซึ่งจะเปลี่ยนค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยของตัวแปรอิสระนี้ไปเรื่อยๆ ถึงค่าสัมประสิทธิ์
การถดถอยโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดจนกระทั่งความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระและส่วนเหลือ 
(residual) ลดลง หลังจากนั้นหาตัวแปรอิสระตัวอ่ืนที่มีความสัมพันธ์กับส่วนเหลือมากที่สุด ตัวแปร
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อิสระตัวที่สองนี้จะเข้าสู่เซตของตัวแปรอิสระแล้วเปลี่ยนค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยทั้งสองจนกระทั้ง
ความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระและส่วนเหลือเท่าเดิมหรือลดลงแล้วหาตัวแปรอิสระตัวอ่ืนที่มี
ความสัมพันธ์กับส่วนเหลือมากที่สุด ท ากระบวนการนี้ซ้ าๆ จนกระทั่งตัวแปรอิสระทุกตัวเข้าสู่ตัวแบบ 
ซึ่งข้ันตอนวิธีของ LARS แสดงได้ดังนี้ 

1) แปลงค่าของตัวแปรอิสระ ให้เป็นค่ามาตรฐาน  ขั้นตอนเริ่มแรก คือ สมการถดถอย
พหุคูณ ไม่มีตัวแปรอิสระอยู่ในสมการ นั่นคือ              จะได้ว่า     ̅ และ ส่วนเหลือ 
คือ      ̅ 

2) หาตัวแปรอิสระ    ที่มีความสัมพันธ์กับส่วนเหลือ   มากที่สุด 
3) เพ่ิมค่า  ̂  โดยเริ่มจากศูนย์ ไปถึงค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธีก าลังสองน้อย

ที่สุด จนกว่าจะมีตัวแปรอิสระ    ที่มีความสัมพันธ์กับส่วนเหลือ       ̂  มากกว่า    
4) เลือกตัวแปรอิสระ    และ    เข้าสู่ตัวแบบ แล้วเพ่ิมค่า  ̂  และ  ̂  โดยเริ่มจาก

ค่าศูนย์ไปถึงค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด  ̂  และ  ̂ จนกว่าจะมีตัวแปรอิสระ 
   ที่มีความสัมพันธ์กับส่วนเหลือ เมื่อตัวแปรอิสระ    และ    อยู่ในตัวแบบ เมื่อส่วนเหลือ คือ 
      ̂ 

5) ท าซ้ ากระบวนการอย่างต่อเนื่องจนกว่าตัวแปรอิสระทั้ง p ตัว จะเข้าสู่ตัวแบบ
ทั้งหมด หลังจาก             ขั้นตอน ก็จะได้ค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย ถ้า 
      จะท าให้มีส่วนเหลือเป็นศูนย์หลังจาก     ขั้นตอน (ลบ 1 เนื่องจากการแปลงข้อมูล) 

 
4.4 สมบัติการพยากรณ์ (Oracle properties) ของตัวประมาณวิธีแลซโซ  

      การวิเคราะห์การถดถอยพหุคุณแบบพีนอลไลซ์ ในกรณีที่ข้อมูลมีมิติสูง วิธีการหาตัว
ประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย จะต้องให้ผลลัพธ์ของสมการถดถอยที่มีความถูกต้องในการพยากรณ์
สูง และคัดเลือกตัวแปรอิสระที่ใช้ท านายได้ถูกต้อง  การคัดเลือกตัวแปรอิสระเป็นสิ่งส าคัญในกรณีที่
ตัวแบบถดถอยจริง มีลักษณะแบบบางเบา  การบ่งชี้ตัวแปรอิสระที่ถูกต้อง ท าให้ได้สมการถดถอยที่
เหมาะสมในการพยากรณ ์

แฟนและลี (Fan and Li, 2001: 1348-1360)  ได้กล่าวถึงสมบัติของการคัดเลือกตัว
แปรในการวิเคราะห์การถดถอยพหุคุณแบบพีนอลไลซ์ ซึ่งเรียกว่า สมบัติเชิงพยากรณ์ (oracle 
properties) ของตัวประมาณแบบพีนอลไลซ์ และซู (Zou, 2006: 1418) ได้อธิบายถึงสมบัติเชิง
พยากรณ์ (oracle properties) ดังนี้  

จากตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณในสมการ (1)                เมื่อ 
             และ                      ส าหรับ                      โดย
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ไม่เสียนัยทั่วไป เราสมมติให้       ถูกแปลงให้เป็นค่ามาตรฐาน และ    มีค่าเฉลี่ยเป็นศูนย์  ดังนั้นตัว
แบบถดถอย จึงไม่จ าเป็นต้องมีค่าจุดตัดแกน     และภายใต้ข้อตกลงเบื้องต้นของความคลาดเคลื่อน
สุ่ม     |                       

ก าหนดให้   {      }   และสมมติให้ขนาดของเซต     หรือ | |       

นั่นคือ ตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณขึ้นอยู่กับเซตย่อยของตัวแปรอิสระ ซึ่งมีจ านวน    ตัว และ
ก าหนดให้  ̂  เป็นตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยที่ได้มาจากวิธีการ     เราสามารถกล่าวว่า  
วิธี   เป็นวิธีการพยากรณ์ (oracle procedure) ถ้า  ̂   มีสมบัติการพยากรณ์ (oracle 
properties)  ดังต่อไปนี้   

1) ความคงเส้นคงวาในการคัดเลือกตัวแปรอิสระเข้าสมการถดถอย นั่นคือ                                                                       

{   ̂   }    

2) ตัวประมาณสัมประสิทธิ์ มีการแจกแจงลู่เข้าสู่การแจกแจงปกติ 

                                             √ ( ̂ 
    )             

                   เมื่อ     เป็นเมทริกซ์ความแปรปรวนของตัวแบบถดถอย 

การหาตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธี LASSO เป็นเทคนิคหนึ่งที่ได้รับการ
นิยมส าหรับการประมาณค่าพารามิเตอร์และคัดเลือกตัวแปรอิสระพร้อมๆกัน โดยใช้กระบวนการปรับ
ค่าตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยอย่างต่อเนื่อง ซึ่งท าให้ความถูกต้องของการพยากรณ์ของ
สมการถดถอยมีมากขึ้น  และการคัดเลือกตัวแปรอิสระด้วยวิธี LASSO  มีความคงเส้นคงวา 
(consistent) ถ้าสมการถดถอยสอดคล้องกับเงื่อนไขบางเงื่อนไข  ซึ่งซู (Zou, 2006: 1429) ได้
กล่าวถึงเงื่อนไขที่จ าเป็นส าหรับการคัดเลือกตัวแปรอิสระด้วยวิธี LASSO  ที่มีความคงเส้นคงวา ซึ่งมี
รายละเอียดดังนี้  

จากตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณท่ีกล่าวข้างต้น ซึ่งค่าของตัวแปรอิสระ   ถูกแปลง

เป็นค่ามาตรฐาน และตัวแปรตาม   มีค่าเฉลี่ยเป็นศูนย์ ก าหนดให้ความคลาดเคลื่อนสุ่ม      มีการ
แจกแจงปรกติที่มีค่าเฉลี่ยเท่ากับศูนย์และความแปรปรวนเท่ากับ    นั่นคือ                   
และ    

 
      เมื่อ   เป็นเมทริกซ์บวกแน่นอน    

โดยไม่เสียนัยทั่วไป (without loss of generality)  สมมติให้   {      }  

{        }  และ    [
      

      
] เมื่อ     เป็นเมทริกซ์ขนาด         

 
ตัวประมาณ LASSO คือ  ̂                              ∑ |  |
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โดยที่ค่า       แปรผันตาม n และ  ให้     {   ̂   }   เราจะได้ว่า ตัวประมาณ LASSO จะ
เป็นตัวประมาณคงเส้นคงวา ก็ต่อเมื่อ                

ซู  (Zou, 2006: 1429)  ได้กล่าวถึงทฤษฎีบทที่เป็นเงื่อนไขจ าเป็นส าหรับความคงเส้นคงวา
ในการคัดเลือกตัวแปร ของตัวประมาณ LASSO ดังนี้  

ทฤษฎีบท 1 ถ้า                แล้วจะมีเวกเตอร์เครื่องหมาย   (        
)    

      หรือ     ที่ท าให้   

                                   |      
   |                    (38) 

อสมการ (38) เป็นอสมการของจ านวนจริงแต่ละค่า (componentwise inequality) ที่เป็น
สมาชิกของเวกเตอร์       

     ที่มีขนาด           กล่าวคือ  ก าหนดให้    เป็นสมาชิกของ
เวกเตอร์       

     เราจะได้ว่า |      
   |      ก็ต่อเมื่อ ค่าสัมบูรณ์ของ    น้อยกว่าหรือ

เท่ากับ 1  หรือ |   |      ส าหรับทุกค่า               และ     
ถ้าเงื่อนไข (38) ไม่เป็นจริง สามารถสรุปได้โดยทันทีว่า ตัวประมาณ LASSO เป็นตัว

ประมาณไม่คงเส้นคงวา  
สรุปได้ว่า วิธีการประมาณพารามิเตอร์แบบ LASSO  เป็นวิธีที่สามารถเลือกตัวแปรอิสระ

เข้าสู่ตัวแบบและประมาณค่าพารามิเตอร์ได้ในคราวเดียวกัน  ตัวประมาณที่ได้จากวิธี LASSO จึงเป็น
การเลือกตัวแปรอิสระได้โดยอัตโนมัติ ซึ่งวิธีนี้ถูกน าไปใช้งานจริงอย่างแพร่หลาย เนื่องจากเป็นวิธีการ
ถดถอยเชิงเส้นพหุคูนแบบพีนอลไลซ์ที่มีสมบัติของการคัดเลือกตัวแปร และปัจจุบันมีซอฟต์แวร์ทาง
สถิติหลายชนิดที่มีฟังก์ชันในการค านวณตัวประมาณ LASSO เช่น R, SPSS และ SAS เป็นต้น (วิฐรา, 
2558: 220)  แต่ถึงแม้ว่าวิธี LASSO จะมีลักษณะเด่นตรงที่มีการคัดเลือกตัวแปร แต่ก็ยังมีข้อจ ากัด
ที่ว่า วิธี LASSO สามารถเลือกตัวแปรอิสระเข้าสู่ตัวแบบได้มากที่สุดจ านวน n ตัว ดังนั้นหากข้อมูลมี
จ านวนตัวแปรอิสระมากกว่าขนาดตัวอย่างเป็นจ านวนมาก ตัวแบบ LASSO อาจจะไม่มีความ
เหมาะสม และในกรณีที่ตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์กันสูง วิธี LASSO นี้มีแนวโน้มที่จะเลือกตัวแปร
อิสระเพียงตัวแปรเดียวจากกลุ่มของตัวแปรอิสระที่มีความสัมพันธ์กันสูงนี้เข้าสู่ตัวแบบโดยไม่สนใจว่า
จะเป็นตัวแปรอิสระตัวใดในกลุ่ม (Zou and Hastie, 2005: 302) จากข้อจ ากัดนี้จึงท าให้วิธี LASSO 
เป็นวิธีที่คัดเลือกตัวแปรอิสระท่ีไม่เหมาะสมในบางสถานการณ์  

 

http://www.thefullwiki.org/Inequality
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5. การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณด้วยวิธีแลซโซปรับได้  (Adaptive LASSO regression) 
ซู (Zou, 2006: 1418-1429) ได้กล่างถึง สมบัติในการคัดเลือกตัวแปรอิสระและการ

ประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยของวิธี LASSO ว่าการคัดเลือกตัวแปรอิสระด้วยวิธี LASSO 
อาจจะเป็นกระบวนการที่ไม่คงเส้นคงวาได้  เนื่องจากตัวประมาณ LASSO มีการปรับค่าของตัว
ประมาณเท่ากันทุกตัว ภายใต้ข้อจ ากัด L1 นอรม์ ซึ่งบางทีอาจจะไม่เหมาะสม  ดังนั้นซูจึงเสนอวิธีการ
ประมาณแบบแลซโซปรับได้ (Adaptive LASSO) ซึ่งปรับปรุงข้อจ ากัดของตัวประมาณการถดถอย
แบบ LASSO โดยถ่วงน้ าหนักของค่า L1 นอร์ม  (Zou, 2006: 1420-1421) 

5.1 การประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธีแลซโซปรับได้ 
ตัวประมาณการถดถอยโดยวิธี Adaptive LASSO คือ 

                 minimize                         

                ภายใตข้้อจ ากัด   ∑   |  |
 
          

      ซึ่งสามารถเขียนอยู่ในรูปสมการที่สอดคล้องกัน คือ 

         ̂                                 ∑   |  |
 
      

ซึ่ง  ∑   |  |
 
     คือ ฟังก์ชันพีนอลตี้  และ    คือ เวกเตอร์น้ าหนัก    

เช่นเดียวกับตัวประมาณ LASSO  ในกรณีทั่วไป ตัวประมาณ Adaptive LASSO ไม่มี
สูตรที่ชัดเจนในการค านวณ แต่เราสามารถพิจารณาตัวประมาณ Adaptive LASSO ที่อยู่ในรูป
ฟังก์ชันของตัวประมาณ OLS ได้ ในกรณีที่เมทริกซ์         ซึ่งเป็นเมทริกซ์เชิงตั้งฉากปกติ  ดังนี้  

                minimize           ∑    
  

     ∑ ( ̂ 
   )   

 
    ∑   

  
    

                ภายใตข้้อจ ากัด    ∑   |  |
 
                                                           

ซึ่งสามารถเขียนอยู่ในรูปสมการที่สอดคล้องกัน คือ  

         ∑   
 

 

   

  ∑ ̂ 
    ̂ 

 

   

 ∑  
 

 

   

   ∑  |  |

 

   

    

                                            ∑    
  

    ∑ [     ̂ 
        

     |  |]
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หาอนุพันธ์บางส่วนของ          เทียบกับ     

                           

   
 

 

   
[∑    

  
    ∑ [     ̂ 

        
     |  |]

 
      ]  

                                        
 

   
[∑ (     ̂ 

        
     |  |)

 
   ] 

                               

   
(   ̂ 

        
     |  |)    (39) 

สมการ (39)  จะมีค่าต่ าสุด  เมื่อ  ̂ 
          นั่นคือ เครื่องหมายของ  ̂ 

     และ    จะต้องมี
เครื่องหมายเดียวกัน  ซึ่งอาจจะเป็นเครื่องหมายบวกท้ังคู่ หรือลบทั้งคู่  เราจึงพิจารณาเป็นสองกรณี
เช่นเดียวกับวิธี LASSO 

ดังนั้น  จะได้ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยแบบ Adaptive LASSO คือ 

 ̂ 
          

{
 
 

 
  ̂ 

    
   

 
               ̂ 

    
   

 

                
   

 
     ̂ 

    
   

 

   ̂ 
    

   

 
             ̂ 

     
   

 

   (40) 

จากตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยแบบ Adaptive LASSO ข้างต้นจะเห็นว่า  ตัว
ประมาณสัมประสิทธิ์บางตัวมีค่าเป็นศูนย์ การประมาณค่าสัมประสิทธิ์โดยวิธี Adaptive LASSO นั้น  
มีการคัดเลือกตัวแปรเข้าสู่ตัวแบบและประมาณค่าพารามิเตอร์   ได้ในคราวเดียวกัน  และมีการถ่วง
น้ าหนักท่ีสัมประสิทธิ์การถดถอยแต่ละตัว  โดย  ̂ 

      จะถูกท าให้หดลงมีขนาดเท่ากับ | ̂ 
   |  

   

 
  และมีเครื่องหมายเดียวกับ  ̂ 

    ในกรณีที่ | ̂ 
   | มีค่ามากกว่า    

 
  และ  ̂ 

      จะมีค่า

เท่ากับศูนย์ในกรณีท่ี | ̂ 
   | น้อยกว่า    

 
 

เมื่อเปรียบเทียบรูปแบบของสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO และ Adaptive LASSO 
ดังภาพที่ 8 
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ภาพที่ 8 รูปแบบของการสมัประสิทธ์ิการถดถอยโดยวิธีต่าง  ๆ  

ในกรณี orthonormal design เมื่อ  =2 และ   
 

| ̂   |
  (Zou, 2006: 1421) 

 

ภาพที่ 8 แสดงความสัมพันธ์ระหว่างค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธีก าลังสอง
น้อยที่สุด  ( ̂   )  และค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธี LASSO, Adaptive LASSO โดย 
 =0.5    และแบบ Adaptive LASSO โดย  =2  ตามล าดับ  ในกรณี orthonormal design เมื่อ 
 =2  โดยวิธี LASSO แบบดังเดิมนั้น   ̂   ̂ 

       เมื่อ  ̂      ,  ̂   ̂ 
       เมื่อ 

 ̂        และ  ̂     เมื่อ | ̂   |         วิธีต่อมาคือการประมาณค่าพารามิเตอร์ 

Adaptive LASSO   ̂   ̂ 
         ̂ 

    
 

| ̂   |
   เมื่อ  ̂       และ  ̂   ̂ 

    

     ̂ 
    

 

| ̂   |
   เมื่อ  ̂          และ  ̂     เมื่อ | ̂   |       เมื่อ  =0.5  และ 

 =2  ตามล าดับ   เมื่อ     มีขนาดใหญ่  จะท าให้      
 

| ̂   |
   มีขนาดเล็ก  นั่นคือ  ̂  มี

ค่าใกล้เคียงกับ   ̂ 
    

 

5.2 ขั้นตอนวิธีในการหาตัวประมาณวิธีแลซโซปรับได้ 

ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยแบบ Adaptive LASSO  สามารถหาได้จากขั้นตอน
วิธี LARS  เช่นเดียวกับตัวประมาณ LASSO  ซึ่งมีข้ันตอนวิธี ดังนี้  

  (1)  ก าหนดให้   
       ̂               ซึ่งเป็นการถ่วงน้ าหนักตัวแปร

อิสระ    ด้วย  ̂     

 (2) แก้ปัญหาเพ่ือหาตัวประมาณ LASSO โดยใช้ขั้นตอนวิธี LARS ส าหรับทุกๆ  , 

จากสมการถดถอยที่มีตัวแปรอิสระ   
   จากข้ันตอนที่ (1)   ซึ่งจะได้ตัวประมาณ  

𝛽̂𝑜𝑙𝑠 

Adaptive LASSO 𝛾=0.5  

𝛽̂𝑜𝑙𝑠 

Adaptive LASSO 𝛾=2 

𝛽̂𝑜𝑙𝑠 

LASSO 

𝛽̂𝑗 
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                  ̂          {∑    ∑      }
 
  ∑|  | 

            (3) ค านวณตัวประมาณAdaptive LASSO จากตัวประมาณ LASSO  ̂   ที่ได้ใน
ขั้นตอน (2) ดังนี้    

                                ̂           ̂    ̂             

 

5.3 สมบัติการพยากรณ์ของตัวประมาณวิธีแลซโซปรับได้ 
     ซู  (Zou, 2006: 1420)  ได้กล่าวถึงทฤษฎีบทเกี่ยวกับสมบัติการพยากรณ์ของตัว

ประมาณ  ̂                                  ∑   |  |
 
       ดังนี้  

     ก าหนดให้   {      }   และสมมติให้ขนาดของเซต     หรือ | |       

นั่นคือ ตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณขึ้นอยู่กับเซตย่อยของตัวแปรอิสระ ซึ่งมีจ านวน    ตัว  

ทฤษฎีบท 2   ถ้า     √    และ    
      ⁄    เมื่อ     แล้ว ตัวประมาณ Adaptive 

LASSO จะมีสมบัติต่อไปนี้  

 1) ความคงเส้นคงวาของการคัดเลือกตัวแปร: 

                                              

 2) การแจกแจงลู่เข้าสู่การแจกแจงปรกติ (Asymptotic normality) : 

                         √ ( ̂ 
            )             

     

 

6. การถดถอยเชิงเส้นพหุคูณด้วยวิธีรีแลกซ์ แลซโซ (Relaxed LASSO regression) 
นิโคไล (Nicolai, 2006: 374-393) คิดค้นประยุกต์จากการประมาณแบบ LASSO เป็นรี

แลกซ์แลซโซ  (Relaxed LASSO)  ซึ่งเป็นกระบวนการแบบ 2 ขั้นตอน  คือกระบวนการแรกจะเป็น
การคัดเลือกตัวแปรอิสระเข้าสู่ตัวแบบ  จากนั้นน าตัวแปรอิสระที่ได้จากกระบวนการแรกมาท าการ
ประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธี penalized regression   

6.1 การประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธีรีแลกซ์แลซโซ 
       จากตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธี LASSO ในกรณีเชิงตั้งฉากปกติ คือ 
         minimize                     

                  ภายใต้ข้อจ ากัด   ∑ |  |
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  ซึ่งสามารถเขียนอยู่ในรูปสมการที่สอดคล้องกัน คือ 

             ̂                             ∑ |  |
 
      

ก าหนดให้      แทน  เซตของตัวแปรอิสระท่ีถูกเลือกโดยการประมาณแบบ LASSO  โดยที่  

                {     | ̂ 
       } 

ส าหรับ   ที่มีขนาดใหญ่เพียงพอ (เช่น ส าหรับ           ∑     
  

    ) เมื่อ      เป็นเซต
ว่าง  หมายความว่า  ไม่มีตัวแปรอิสระใดถูกเลือกเข้าสู่ตัวแบบ  ดังนั้น  ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การ
ถดถอยทุกตัวจะมีค่าเป็นศูนย์ และสามารถค านวณฟังก์ชันพีนอลตี้ได้  ถ้าจ านวนตัวแปรอิสระ p น้อย
กว่าขนาดตัวอย่าง n  และในกรณีที่      {     }  หมายความว่า  ตัวแปรอิสระถูกเลือกเข้าสู่
ตัวแบบทุกตัว 

ฟังก์ชัน L1 นอร์ม ซึ่งเป็นฟังก์ชันพีนอลตี้ส าหรับวิธี LASSO นั้นมีผลกระทบ 2 อย่าง  
คือ  การคัดเลือกตัวแบบและการหดลงของตัวประมาณของค่าพารามิเตอร์ โดยเมื่อเซตของ
สัมประสิทธิ์การถดถอยมีค่าเป็นศูนย์  ดังนั้นเซตของตัวแปรอิสระกลุ่มนั้นจะถูกคัดเลือกออกจากตัว
แบบ และ    เป็นเซตของตัวแปรอิสระอีกกลุ่มหนึ่งที่ถูกคัดเลือกเข้าสู่ตัวแบบนั้นมีสัมประสิทธิ์การ
ถดถอยลู่เข้าสู่ศูนย์เมื่อเทียบกับตัวประมาณด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด  โดยผลกระทบทั้งสองนี้มี
ความสัมพันธ์กัน  และแสดงให้เห็นถึงการหดลงของสัมประสิทธิ์การถดถอยในบริบทของเมทริกซ์เชิง
ตั้งฉากปกติที่มีรูปแบบเดียวกับ soft-thresholding เช่นเดียวกับวิธี LASSO อย่างไรก็ตาม ไม่เป็นที่
ชัดเจนในการที่ควบคุมผลกระทบทั้งสองนี้ได้ด้วยพารามิเตอร์เพียงตัวเดียว ซึ่งอาจเป็นที่น่าพอใจใน
บางสถานการณ์ ในการประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยของตัวแปรอิสระที่ถูกคัดเลือกทั้งหมดเพียง
อย่างเดียวโดยไม่ท าการหดลงของค่าประมาณ ซึ่งสอดคล้องกับ hard-thresholding 
 หลักการทั่วไปของ soft-thresholding และ hard-thresholding เป็นการควบคุมการ
คัดเลือกตัวแบบและการหดลงของตัวประมาณของค่าพารามิเตอร์โดยพารามิเตอร์ 2 ตัว คือ   และ 
   กับตัวประมาณสัมประสิทธิ์ถดถอยโดยวิธี Relaxed LASSO 

ดังนั้น ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธี Relaxed LASSO คือ 

       ̂                 ∑ (     
 {     

})
  

       ∑ |  |
 
      

เมื่อ           และ         และ      
  คือ  ฟังก์ชันบ่งชี้ (indicator function) ส าหรับ

เซตของตัวแปรอิสระ    {     }  ดังนั้น  ส าหรับทุก ๆ    {     } 

                              {     
}
 

 {
          เมื่อ      

         เมื่อ      
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ตัวแปรอิสระในเซต    นี้เท่านั้น  ที่ถูกน าไปพิจารณาในการวิเคราะห์การถดถอยแบบ Relaxed 
LASSO 
 พารามิเตอร์   ควบคุมการคัดเลือกตัวแปรอิสระเข้าสู่ตัวแบบเช่นเดียวกับวิธี LASSO ส่วน    
จะเป็นตัวควบคุมการหดลงของตัวประมาณของค่าพารามิเตอร์  โดยถ้า     หมายความว่า  ตัว
ประมาณจากวิธี LASSO และวิธี Relaxed LASSO เป็นตัวประมาณเดียวกัน  ถ้า      
หมายความว่า  มีการประมาณค่าพารามิเตอร์โดยสัมประสิทธิ์การถดถอยที่ได้จากวิธีนี้จะมีค่าต่ าลง
เมื่อเทียบกับจากวิธีก าลังสองน้อยที่สุด และถ้า     หมายความว่า  สัมประสิทธิ์ทุก ๆ ตัว  ในเซต
ของตัวแปรอิสระที่ถูกเลือกเข้าสู่ตัวแบบ    นั้น  ถูกประมาณได้ด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด 

 ตัวประมาณพารามิเตอร์การถดถอยโดยวิธี Relaxed LASSO คือ 

          ∑    
  

     ∑  ̂ 
    ̂ 

 
    ∑   

  
       ∑ |  |

 
       

                                  ∑    
  

    ∑ [     ̂ 
        

    |  |]
 
       

หาอนุพันธ์บางส่วนของ          เทียบกับ     

                           

   
 

 

   
[∑    

  
    ∑ [     ̂ 

        
    |  |]

 
      ]  

                                        
 

   
[∑ (     ̂ 

        
    |  |)

 
   ] 

                               

   
(   ̂ 

        
    |  |)                                       (41) 

สมการ (41)  จะมีค่าต่ าสุด  เมื่อ  ̂ 
          นั่นคือ เครื่องหมายของ  ̂ 

     และ    จะต้องมี
เครื่องหมายเดียวกัน  ซึ่งอาจจะเป็นเครื่องหมายบวกท้ังคู่ หรือลบทั้งคู่  เราจึงพิจารณาเป็นสองกรณี
เช่นเดียวกับวิธ ีLASSO 

จะได้ ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยแบบ Relaxed LASSO ส าหรับทุกๆ         ดังนี้ 

 ̂ 
          {

 ̂ 
                     ̂ 

     

                      ̂ 
     

   ̂ 
                   ̂ 

      

    (42) 

 จากข้างต้นจะเห็นว่า  ตัวประมาณสัมประสิทธิ์บางตัวมีค่าเป็น 0  ดังนั้นจึงเป็นเหตุผลว่า  

การประมาณค่าสัมประสิทธิ์โดยวิธี Relaxed LASSO นั้นมีการคัดเลือกตัวแปรเข้าสู่ตัวแบบและ

ประมาณค่าพารามิเตอร์   ได้ในคราวเดียวกัน  ซึ่งจะสอดคล้องกับข้างต้นที่ว่า  เมื่อ      นัน้  

  ̂
         

  จะมีค่าเท่ากับ   ̂
       ถ้า     นั่นคือ    ̂

         
  จะมีค่าใกล้เคียงกับ  ̂ 

     

เนื่องจากมีการบวกเข้าหรือลบออกด้วยเทอมที่น้อยมาก ๆ  ดังนั้น  สัมประสิทธิ์ทุก ๆ ตัว  ในเซตของ
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ตัวแปรอิสระท่ีถูกเลือกเข้าสู่ตัวแบบ    นั้น  ถูกประมาณได้ด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด  และถ้า 

     หมายความว่า  การประมาณค่าพารามิเตอร์โดยสัมประสิทธิ์การถดถอย   ̂
         

   จะมี

ค่าน้อยกว่า    ̂ 
       

 

 

ภาพที่ 9 รูปแบบของการสมัประสิทธ์ิการถดถอยโดยวิธี Relaxed LASSO  
ในกรณี orthonormal design เมื่อ  =1  และ   = 0, 1/3, 2/3 และ 1 (Nicolai, 2006: 377) 

  
 จากภาพที่ 9  เปรียบเทียบความสัมพันธ์ระหว่างค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธี
ก าลังสองน้อยที่สุด ( ̂   )  และค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธี Relaxed LASSO ในกรณี 
orthonormal design เมื่อ  =1 และ   = 0, 1/3, 2/3 และ 1 ตามล าดับ โดยแกนนอนแสดง
ค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด ( ̂   )  และแกนตั้งแสดงค่าประมาณ
สัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธี Relaxed LASSO  จะเห็นว่า  ̂     เมื่อ | ̂   |      เมื่อ
พิจารณา   =0 ท าให้   ̂   ̂ 

    และเมื่อ    =1 ท าให้   ̂   ̂ 
       และเมื่อ   = 1/3 และ 

2/3  ซึ่ง           จะมีการประมาณค่าพารามิเตอร์โดยสัมประสิทธิ์การถดถอยที่ได้จากวิธีนี้จะมี
ค่าต่ าลงเมื่อเทียบกับจากวิธีก าลังสองน้อยที่สุด 

  6.2 ขั้นตอนวิธีในการหาตัวประมาณวิธีรีแลกซ์แลซโซ 

  จาก ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยแบบ Relaxed LASSO คือ 

    ̂                 ∑ (     
 {     

})
  

       ∑ |  |
 
      

การค านวณหาตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยเหมือนกับการวิธี LASSO โดยมีขั้นตอนวิธีอย่าง
ง่าย (Simple Algorithm) (Nicolai, 2006: 377-378) ดังนี้ 
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(1) ค านวณหาตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO โดยก าหนดให้ 
        เป็นเซตของตัวแปรอิสระที่ถูกคัดเลือกเข้าสู่ตัวแบบ จ านวน   ตัวแบบ  และให้ 
          เป็นล าดับของค่ า พีนอลตี้ พารามิ เตอร์   ดั งนั้ น        ก็ต่ อ เมื่ อ 
              เมื่อ         

(2)  ส าหรับ          ค านวณหาตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO 
บนเซตของตัวแปรอิสระ    โดยพีนอลตี้พารามิเตอร์เปลี่ยนแปลงระหว่างศูนย์ถึง    ซึ่งผลลัพธ์ที่ได้
จะเป็นเซตของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธี Relaxed LASSO ( ̂   ) ส าหรับ        
ซึ่งผลลัพธ์ของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธี Relaxed LASSO ส าหรับทุกๆ พีนอลตี้
พารามิเตอร์การรวมกันของเซตเหล่านี้  

ขั้นตอนวิธีดังกล่าวเป็นขั้นตอนวิธีของ Relaxed LASSO ส าหรับทุกๆ ค่าของพีนอลตี้
พารามิเตอร์           และ     ซึ่งความซับซ้อนในการค านวณของขั้นตอนวิธีนี้ โดยมีการ
ค านวณซ้ าในขั้นตอนที่ (2) ของขั้นตอนวิธีอย่างง่าย  

อย่างไรก็ตาม ขั้นตอนวิธีนี้ไม่เหมาะสมในกรณีทั่วไป การค านวณของวิธี LASSO นั้นมี
ข้อมูลที่สามารถใช้ประโยชน์ได้ในขั้นตอนที่ 2 เมื่อหาผลลัพธ์ของวิธี LASSO ส าหรับทุกๆ 
           ตัวอย่างเช่น ในภาพที่  10 แสดงทิศทาง (direction) ของค่าประมาณวิธี 
Relaxed LASSO มีทิศทางเดียวกับค่าประมาณวิธี LASSO ซึ่งการที่มีทิศทางไปในทางเดียวกันนี้ท า
ให้ไม่ต้องค านวณใหม่อีกครั้ง การประมาณค่าวิธี Relaxed LASSO ด้วยวิธี LASSO สามารถท าได้นั้น 
ก็ต่อเมื่อ คา่ประมาณของวิธี LASSO ไม่มีค่าเป็นศูนย์ ในตัวอย่างนี้ตัวประมาณวิธี LASSO นั้นเพ่ิมขึ้น
ทางเดียวเมื่อ พารามิเตอร์พีนอลตี้   มีค่าลดลง แต่อย่างไรก็ตาม ถ้าค่าประมาณของวิธี LASSO 
ส าหรับเซตของ    มีค่าเป็นศูนย์ แล้วต้องค านวณค่าประมาณของวิธี LASSO อีกครั้งเพ่ือให้แน่ชัด
ส าหรับเซตนี้ 
 ความสัมพันธ์ระหว่างพารามิเตอร์พีนอลตี้   และตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยโดยวิธี 
LASSO และ Relaxed LASSO แสดงในภาพที่ 10   
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ภาพที่ 10 ความสัมพันธ์ระหว่างพารามิเตอร์พีนอลตี้   และตัวประมาณ LASSO และ Relaxed LASSO  

ส าหรับข้อมลูที่มตีัวแปรอิสระ 3 ตัว (Nicolai, 2006: 378) 
 
 

จากภาพที่ 10 (ก) แสดงเส้นทางของตัวประมาณ LASSO และ Relaxed LASSO 
ส าหรับข้อมูลที่มีตัวแปรอิสระ 3 ตัว เมื่อค่าของ   มีขนาดใหญ่ ตัวประมาณทุกตัวมีค่าเป็นศูนย์ 
ในช่วง                มีเพียงตัวแปรอิสระตัวแรกเท่านั้นที่มีค่าประมาณไม่เท่ากับศูนย์  ภาพที่  
10 (ข) แสดงค่าประมาณวิธี Relaxed LASSO ถ้า ในช่วง                ตัวประมาณวิธี 
Relaxed LASSO มีทิศทางเดียวกับตัวประมาณวิธี LASSO ตัวประมาณวิธี Relaxed LASSO ส าหรับ 
    นั้นมีค่าสอดคล้องกับตัวประมาณโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด ในท านองเดียวกัน ภาพที่ 10 (ค) 
แสดงค่าประมาณวิธี Relaxed LASSO ถ้า ในช่วง               ตัวประมาณวิธี Relaxed 
LASSO มีทิศทางเดียวกับตัวประมาณวิธี LASSO ตัวประมาณวิธี Relaxed LASSO ส าหรับ     
นั้นมีค่าสอดคล้องกับตัวประมาณโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดส าหรับตัวแประอิสระ 2 ตัวที่ถูกเลือกโดย
วิธี LASSO  

จากเหตุผลข้างต้นจึงท าให้ นิโคไล (Nicolai, 2006: 378) เสนอขั้นตอนวิธีในการหา
ค่าประมาณวิธี LASSO ให้มีการค านวณให้น้อยลง ดังนี้ 

(1) ค านวณหาตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO เช่นเดียวกับขั้นตอนที่  1 
ในขั้นตอนวิธีอย่างง่าย 
(2) ส าหรับทุกๆ         ก าหนดให้        ̂    ̂              ⁄  และ 
 ̃   ̂           ถ้ามี   อย่างน้อย 1 ตัวที่ท าให้เครื่องหมายของ  ̃  และ  ̂ 

   ไม่เหมือนกัน 
นั่นคือ       ̃         ̂ 

     แล้วการหาตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี Relaxed 
LASSO ส าหรับ นั้นค านวณจากขั้นตอนที่  2 ในขั้นตอนวิธีอย่างง่าย ถ้าไม่สอดคล้องกับเงื่อนไข
ดังกล่าวนั้น ตัวประมาณโดยวิธี Relaxed LASSO ส าหรับ        และ            ค านวณโดยการ
ประมาณค่าในช่วงเชิงเส้น (linear interpolation) ระหว่าง  ̂     (ซึ่งสอดคล้องกับ    ) และ 
 ̃ (ซึ่งสอดคล้องกับ    ) 

(ก)    (ข)    (ค) 
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7. การหาพารามิเตอร์การปรับแต่ง (Tuning parameter) โดยวิธี Cross-validation 
วิธี Cross validation เป็นวิธีที่นิยมในการท าวิจัยเพ่ือใช้ในการวัดประสิทธิภาพของตัว

แบบโดยใช้ค่าความถูกต้อง เนื่องจากผลที่ได้มีความน่าเชื่อถือ  โดยจะมีการแบ่งข้อมูลออกเป็น 2  
ส่วน  คือ  ชุดข้อมูลฝึกฝน (Training set)  และชุดข้อมูลทดสอบ (Test set) (Zhang, 2011: 40-43)  
โดย cross-validation จะกระท ากับชุดข้อมูลฝึกฝน ซึ่งมีหลายวิธี เช่น generalized cross-
validation, v-fold Cross validation และ Least-one-out cross validation เป็นต้น   

งานวิจัยนี้ใช้วิธี v-fold Cross validation ในการหาค่าประมาณของพารามิเตอร์
ปรับแต่ง ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้ 
      วิธี  v-fold Cross validation  จะน าชุดข้อมูลฝึกฝน มาแบ่งข้อมูลออกเป็น v ส่วนเท่า 
ๆ กัน  ในการทดลองครั้งแรกจะให้ข้อมูลชุดที่ 1 เป็นชุดข้อมูลทดสอบย่อย (sub-test set) และชุด
ข้อมูล V-1 ที่เหลือเป็นชุดข้อมูลฝึกฝนย่อย (sub-training set) จากนั้นประมาณค่าพารามิเตอร์ที่
สนใจจากชุดข้อมูลฝึกฝนย่อยแล้วน าค่าที่ได้ไปพยากรณ์ในชุดข้อมูลทดสอบย่อย แล้วค านวณหาค่า
คลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของค่าพยากรณ์ (Prediction mean square error : PMSE) ของข้อมูล

ชุดแรก PMSE1 โดย       ∑ (      )
 
   

  
    เมื่อ    คือ ขนาดตัวอย่างของชุดข้อมูล

ฝึกฝนย่อย ในการทดลองครั้งที่สองจะให้ข้อมูลชุดที่ 2 เป็นชุดข้อมูลทดสอบย่อยและชุดข้อมูล V-1 ที่
เหลือเป็นชุดข้อมูลฝึกฝนย่อย จากนั้นประมาณค่าพารามิเตอร์ที่สนใจจากชุดข้อมูลฝึกฝนย่อย แล้วน า
ค่าท่ีได้ไปพยากรณ์ในชุดข้อมูลทดสอบย่อย แล้วค านวณหาค่า PMSE2 ท าแบบนี้จนกระทั่งข้อมูลทั้ง V 
ชุดถูกน ามาเป็นชุดข้อมูลทดสอบย่อย แล้วหาค่าเฉลี่ยของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของค่า
พยากรณ์ (APMSE) โดยพารามิเตอร์ปรับแต่ง คือ พารามิเตอร์ ณ ต าแหน่งที่ท าให้ค่า APMSE ต่ า
ที่สุด ข้อดีของการเลือกสุ่มข้อมูลแบบ V-fold Cross validation คือ ข้อมูลทุกตัวจะถูกน ามาเป็นชุด
ข้อมูลฝึกฝนและชุดข้อมูลทดสอบ แต่ข้อจ ากัดคือ  ใช้เวลามากเนื่องจากต้องทดลองข้อมูลทั้งหมด V 
ครั้ง  โดยส่วนใหญ่นิยมก าหนดค่า V เป็น 5 หรือ 10 

ตัวอย่างการวิเคราะห์ถดถอยพหุคูณด้วยวิธี LASSO  โดยใช้ข้อมูลมะเร็งต่อมลูกหมาก 
และการหาพารามิเตอร์การปรับแต่งโดยใช้วิธีการ generalized cross-validation (Tibshirani, 
1996: 273-274)  แสดงในภาพที่ 11 
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ภาพที่ 11 แสดงการปรับค่าสัมประสิทธ์ิการถดถอยวิธี LASSO ในตัวอย่างข้อมูลมะเร็งต่อมลูกหมาก  

(Stamey et al., 1989)  โดยแตล่ะเส้นแสดงความสมัพันธ์ระหว่างสัมประสิทธ์ิการถดถอยและพารามิเตอร์ 
ของวิธี LASSO คือ     ∑|  

   |  เส้นประแสดงตัวแบบส าหรับ  ̂        ซึ่งถูกเลือกโดยวิธี 
 generalized cross-validation (Tibshirani, 1996: 273) 

 
ภาพที่ 11  แสดงตัวประมาณแบบ LASSO กับฟังก์ชั่นของค่า   โดย     ∑|  

   |  จะ
เห็นว่า  ค่าสัมบูรณ์ของสัมประสิทธิ์การถดถอยแต่ละตัวลู่เข้าสู่ศูนย์เมื่อ   เข้าใกล้ศูนย์  ในตัวอย่างนี้
เส้นของสัมประสิทธิ์การถดถอยลดลงทางเดียวไปสู่ศูนย์  แต่ก็ไม่จ าเป็นที่จะเกิดขึ้นเสมอไปในกรณี
ทั่วๆ ไป  เส้นประแสดงสมการถดถอยส าหรับ  ̂   0.44  ซึ่งถูกเลือกโดยวิธี generalized cross-
validation จะมีเพียงตัวแปรอิสระที่อยู่ครึ่งแรกของเส้นประเท่านั้นที่ถูกคัดเลือกเข้าสู่สมการถดถอย  
ซึ่งในตัวอย่างนี้คือตัวแปรอิสระตัวที่ 2, 6 และ 3 เท่านั้น (Tibshirani, 1996: 274) 

 
 

งานวิจัยท่ีเกี่ยวข้อง 
 

ในปี 1970 Hoerl และKennard (Hoerl and Kennard, 1970: 55-67) ได้พัฒนาและ
น าเสนอคุณสมบัติทางสถิติของวิธีการประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยเรียกว่า  การถดถอยแบบริดจ์  
ได้กล่าวถึงความไม่เพียงพอของการวิเคราะห์การถดถอยด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดส าหรับปัญหาใน
ลักษณะที่ไม่เป็นเชิงตั้งฉาก (non-orthogonal) ได้กล่าวถึงการประมาณค่าสัมประสิทธิ์ถดถอยด้วยวิธี
ก าลังสองน้อยที่สุดเผชิญกับข้อบกพร่องของเทคนิคการหาค่าเหมาะสมที่สุดเชิงคณิตศาสตร์ ซึ่งให้
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ผลลัพธ์เป็นค่าของตัวประมาณแบบจุด  วิธีการหาตัวประมาณโดยวิธีก าลังสองน้อยที่สุดไม่ได้แสดง
ภาพให้เห็นค่าความไว ของตัวประมาณต่อเกณฑก์ารหาค่าเหมาะสมที่สุด และได้เสนอวิธีการวิเคราะห์
แบบริดจ์ ซึ่งเป็นวิธีที่แสดงภาพเชิงกราฟิกของลักษณะพ้ืนที่ผิวตอบสนองของผลบวกก าลังสองของ
ความคลาดเคลื่อนสุ่ม และหาต าแหน่งของบริเวณที่มีค่าต่ าสุดโดยรวม (global minimum) และค่า
ต่ าสุดเฉพาะที่ (local minimum) ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยที่ได้เป็นตัวประมาณที่มีความ
เอนเอียง (Bias estimator)   แต่ความแปรปรวนและค่าความคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ย (MSE) 
ของตัวประมาณน้อยกว่าตัวประมาณด้วยวิธีก าลังสองน้อยที่สุด 

ในปี 1996 Tibshirani (Tibshirani, 1996: 267-288) ได้เสนอวิธีการประมาณ
สัมประสิทธิ์การถดถอยที่ชื่อว่า LASSO ซึ่งเป็นวิธีการประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยที่น า
คุณลักษณะที่ดีของวิธีริดจ์และวิธี subset selection มารวมกัน และได้ท าการเปรียบเทียบวิธีการ
ประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยแบบ LASSO เทียบกับวิธีอ่ืน ๆ คือ  วิธีก าลังสองน้อยที่สุด, non-
negative garotte, best subset selection และวิธีริดจ์ พบว่า  เมื่อตัวแปรอิสระที่มีอิทธิพลต่อตัว
แปรตามสูงมีจ านวนน้อย  วิธี best subset selection เหมาะสมที่สุด  ส่วนวิธี LASSO และ วิธีริดจ์
ไม่ค่อยเหมาะสม  แต่เมื่อตัวแปรอิสระที่มีอิทธิพลต่อตัวแปรตามปานกลางมีจ านวนน้อยถึงปานกลาง
นั้น  วิธี LASSO เหมาะสมที่สุด  รองลงมาคือวิธีริดจ์และวิธี best subset selection  และเมื่อ
จ านวนตัวแปรอิสระที่มีอิทธิพลต่อตัวแปรตามน้อยมีจ านวนมากนั้น  วิธีริดจ์ดีที่สุด รองลงมาคือ 
LASSO และ best subset selection  ตามล าดับ 

ในปี 2006 Zou (Zou, 2006: 1418-1429) ได้ศึกษาคุณสมบัติในการคัดเลือกตัวแปร
อิสระและการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยของวิธี LASSO ว่าโดยทั่วๆไปแล้วการคัดเลือกตัว
แปรอิสระโดยวิธี LASSO ไม่คงเส้นคงวา และได้เสนอเงื่อนไขบางเงื่อนไขที่ท าให้ตัวประมาณวิธี 
LASSO มีความคงเส้นคงวา และได้เสนอตัวประมาณที่ชื่อว่า Adaptive LASSO ซึ่งเป็นตัวประมาณที่
สอดคล้องกับคุณสมบัติของ Oracle ท าให้ตัวประมาณที่ได้มีความคงเส้นคงวา และได้ท าการ
เปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการประมาณแบบ Adaptive LASSO เทียบกับวิธีอ่ืนๆ คือ LASSO, 
SCAD และ non-negative garotte  โดยก าหนดขนาดตัวอย่างเท่ากับ 20,40,60,80 และจ านวนตัว
แปรอิสระเท่ากับ 8 และสัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระคือ  |   |  เมื่อ   = 0.5   
ภายใต้สถานการณ์ที่สัมประสิทธิ์การถดถอยขนาดใหญ่มีจ านวนน้อย  และสัมประสิทธิ์การถดถอย
ขนาดเล็กมีจ านวนมาก  ซึ่งผลจากการศึกษาการจ าลองข้อมูลพบว่า  โดยภาพรวมแล้ว  วิธี Adaptive 
LASSO มีประสิทธิภาพมากที่สุดในบรรดาวิธีที่เปรียบเทียบทั้ง 4 ที่กล่าวข้างต้น 

ในปี 2006 Nicolai (Nicolai, 2006: 374-393) ได้เสนอวิธีการประมาณสัมประสิทธิ์การ
ถดถอยที่ชื่อว่า Relaxed LASSO ซึ่งเป็นวิธีการประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยที่ควบคุมผลกระทบ 
2 อย่าง คือ การคัดเลือกตัวแปรอิสระ และการหดลงของค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วย
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พารามิเตอร์ 2 ตัว และเสนอขั้นตอนวิธีในการหาตัวประมาณวิธี Relaxed LASSO นอกจากนี้ได้ท า
การเปรียบเทียบวิธี Relaxed LASSO กับวิธี LASSO โดยก าหนดขนาดตัวอย่างเท่ากับ 50, 100, 200  
จ านวนตัวแปรอิสระเท่ากับ 50, 100, 200, 400, 800  ก าหนดจ านวนตัวแปรอิสระที่อยู่ในตัวแบบ
จริง    = 5, 15, 25, 50 ตัว  สัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระคือ  |   |  เมื่อ   = 0, 
0.3  พบว่า วิธี Relaxed LASSO มีจ านวนตัวแปรอิสระท่ีถูกคัดเลือกน้อยกว่าวิธี LASSO  และเมื่อตัว
แปรอิสระที่เกี่ยวข้อง    มีขนาดเล็ก คือ    = 5, 15  วิธี Relaxed LASSO ให้ผลดีกว่าวิธี LASSO 
ในเทอมของประสิทธิภาพการพยากรณ์ 

ในปี 2008  Huang, Ma และ Zhang (Huang, Ma and Zhang, 2008: 1603-1618)     
ได้ท าการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการประมาณแบบ LASSO และ Adaptive LASSO  กรณี
เมทริกซ์ของตัวแปรอิสระ  เป็นเมทริกซ์เชิงตั้งฉาก (orthogonal matrix)  ไม่เป็นเมทริกซ์เชิงตั้งฉาก 
(non-orthogonal matrix) และแบบแบ่งกลุ่ม (grouping structure) โดยก าหนดขนาดตัวอย่าง
เท่ากับ 100  จ านวนตัวแปรอิสระเท่ากับ 200 และ 400 ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานเท่ากับ 1.5 มี
สัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระ คือ  |   |  เมื่อ   = 0.5, 0.95 กรณีเป็นตัวแบบ
ถดถอยเบาบาง (Sparse model)    และก าหนดค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย              

                            และ             เพ่ือก าหนดค่าพารามิเตอร์ให้
สอดคล้องกับลักษณะของตัวแบบการถดถอยแบบบางเบา (sparse model) พบว่า วิธี Adaptive 
LASSO มีประสิทธิภาพในการพยากรณ์สูงกว่าวิธี LASSO และมีจ านวนตัวแปรอิสระเข้าสู่ตัวแบบน้อย
กว่าวิธี LASSO แต่อย่างไรก็ตาม วิธี Adaptive LASSO มีจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดย
เฉลี่ยมากกว่าที่ก าหนด 
 

 

 

 

 

 

 

 



  

 

บทท่ี 3 
 

วิธีด าเนินการวิจัย 
 

การวิจัยนี้เป็นการวิจัยเชิงทดลองโดยวิธีการจ าลอง (Simulation study)  ซึ่งมี
วัตถุประสงค์เพ่ือเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยเชิงเส้น
พหุคูณแบบ penalized regression 4  วิธี  คือ  วิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed 
LASSO  ซึ่งในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพนั้นจะพิจารณาจากความถูกต้องในการพยากรณ์ ความ
ถูกต้องในการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย  และความถูกต้องในการคัดเลือกตัวแปรอิสระเข้า
ในตัวแบบ  โดยการวิจัยครั้งนี้ได้จ าลอง (Simulation) ข้อมูลด้วยโปรแกรม R เพ่ือสร้างข้อมูลของตัว
แปรอิสระและตัวแปรตาม  และก าหนดสถานการณ์ต่าง ๆ ตามขอบเขตของงานวิจัย  โดยในแต่ละ
สถานการณ์ท าซ้ า 500 ครั้ง  ซึ่งมีขอบเขตของงานวิจัยและข้ันตอนในการวิจัย  ดังนี้ 
 

ขอบเขตของการวิจัยและการทดลอง 
  

ผู้วิจัยจ าลองข้อมูลที่ใช้ในการทดลองภายใต้สถานการณ์ต่าง ๆ ดังนี้ 
1.  ขนาดตัวอย่าง n = 50, 100 และ 200 
2.  จ านวนตัวแปรอิสระ p = 100, 200, 400 และ 800 
3. เมทริกซ์ของตัวแปรอิสระ ( ) ขนาด      มีการแจกแจงปรกติหลายตัวแปร ที่มี

เวกเตอร์ค่าเฉลี่ยเท่ากับเวกเตอร์ศูนย์  และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม        
4. ความคลาดเคลื่อนสุ่ม    มีการแจกแจงปรกติ ที่มีค่าเฉลี่ยเป็นศูนย์  และความ

แปรปรวนคงท่ี  โดยก าหนดความแปรปรวน      1.52 
5. เวกเตอร์ตัวแปรตาม ( )  สร้างจากตัวแบบการถดถอยเชิงเส้นพหุคูณ        
6.  ก าหนดตัวแบบการถดถอยพหุคูณของการทดลองส าหรับแต่ละค่า n และ p โดย

ก าหนดรูปแบบความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ   และค่าพารามิเตอร์   ในแต่ละกรณี  ดังนี้  
กรณีที่ 1 ตัวแบบถดถอยบางเบาที่เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระเป็นเชิงตั้ง

ฉากบางส่วน (partial orthogonal sparse model)   
ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ   เป็นแบบเมทริกซ์เชิงตั้งฉากบางส่วน (partial 

orthogonal matrix)  คือ ตัวแปรอิสระท่ีสัมพันธ์กันแบ่งออกเป็น 2 กลุ่มท่ีอิสระต่อกัน  โดยกลุ่มแรก
คือตัวแปรอิสระจ านวน 15 ตัวที่สัมพันธ์กัน (            )  และกลุ่มที่สองคือตัวแปรอิสระตัวที่
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เหลือจ านวน p – 15 ตัวที่สัมพันธ์กัน (              )  โดยตัวแปรอิสระกลุ่มที่ 1 และกลุ่มที่ 2 
เป็นอิสระกัน  ซึ่งค่าสหสัมพันธ์ (pairwise correlation) ระหว่างตัวแปรอิสระตัวที่ k และ j ของ 
(            )  คือ   |   |  เมื่อ   = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9 , k,j = 1,…,15  และค่าสหสัมพันธ์
ระหว่างตัวแปรอิสระตัวที่ k และ j ของ  (              )  คือ  |   |  เมื่อ   = 0.1, 0.3, 0.5, 
0.7, 0.9, และ k,j = 16,…,p  ซึ่ง                     โดยที่                          
แล                            

เมื่อท าการแปลง      ให้เป็นค่ามาตรฐาน  จะได้ว่าเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัว
แปรอิสระสามารถหาได้จากเมทริกซ์สหสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระ  โดย      

นั่นคือ        

[
 
 
 

           

            
 

             
]
 
 
 

     

  

และ          

[
 
 
 

             

            
 

               
]
 
 
 

             

 

ดังนั้น  เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัวแปรอิสระ   คือ 

      [
   
   

]
   

 

และก าหนดค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย                                         

และ            เพ่ือก าหนดค่าพารามิเตอร์ให้สอดคล้องกับลักษณะของตัวแบบการถดถอย
แบบบางเบา (sparse model) คือ ตัวแปรอิสระส่วนน้อยอยู่ในตัวแบบ  

กรณีที่ 2 ตัวแบบถดถอยบางเบาที่เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระไม่เป็นเชิงตั้ง
ฉาก (non-orthogonal sparse model)   

ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ   ไม่เป็นเมทริกซ์เชิงตั้งฉาก (non-orthogonal matrix)  
คือ ตัวแปรอิสระ p ตัว สัมพันธ์กันทั้งหมด โดยที่ค่าสหสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระตัวที่ k และ j 
ของ (           ) คือ   |   | เมื่อ   = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, k,j = 1,…, p   ซึ่ง  
                      

โดยที่      

[
 
 
 

            

            
 

              
]
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และก าหนด                                          และ             

เพ่ือก าหนดค่าพารามิเตอร์ให้สอดคล้องกับลักษณะของตัวแบบการถดถอยแบบบางเบาเช่นเดียวกับ
รูปแบบแรก 

กรณีที่ 3 ตัวแบบถดถอยบางเบาที่ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระมีโครงสร้างแบบ
แบ่งกลุ่ม (grouping structure sparse model)  

ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ   มีโครงสร้างแบบแบ่งกลุ่ม (grouping structure) 
(Zou และ Hastie, 2005)  โดยตัวแปรอิสระ   ตัว แบ่งออกเป็น 4 กลุ่ม ตัวแปรอิสระในกลุ่ม
เดียวกันมีความสัมพันธ์กันสูงและตัวแปรอิสระแต่ละกลุ่มอิสระต่อกัน ซึ่งตัวแปรอิสระถูกสร้างขึ้นจาก
ตัวแปรสุ่ม     และ     ดังนี้ 
                                                         

                                                      

                                                   

และ                                                               

เมื่อ                 และ                   

โดยตัวแปรอิสระกลุ่มแรก มีค่าคาดหวัง  ความแปรปรวน  ความแปรปรวนร่วมของตัวแปรอิสระ  
ดังนี้ 

  [   ]   [       ]          [   ]    

  [   ]   [       ]          [   ]     [       ]    
 

   
        

                [        ]                                

                          

                              
    

                
            

           
   

                     [       ]     [   
     ]     [       

 ] 

             

ในท านองเดียวกัน  มีค่าคาดหวัง  ความแปรปรวน  ความแปรปรวนร่วมของตัวแปรอิสระกลุ่มท่ี 2 
และ 3 คือ  [   ]   ,  [   ]       และ    [        ]       
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ค่าคาดหวัง  ความแปรปรวน  ความแปรปรวนร่วมของตัวแปรอิสระกลุ่มที่ 4 คือ 

  [   ]   [   ]    

  [   ]   [   ]    

    [        ]   [(   )(    )]   [(   )(    )]    

จะได้  เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัวแปรอิสระกลุ่มท่ี 1, 2 และ 3  ดังนี้ 

          [

       
 
 

 
 
 

       

]

   

 

และ  เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัวแปรอิสระกลุ่มท่ี 4  คือ 

    [

    
 
 

 
 
 

    

]

             

         

จะได้  เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมของตัวแปรอิสระ   คือ 

   [

    
    
    

 

   

]

   

 

ค่าสหสัมพันธ์ระหว่าง     และ      ใดๆ ภายในกลุ่ม  ค านวณจาก 

  
   [        ]

√ [   ]  [    ]
   หรือ    

 

√ [   ]  [    ]
   

จะได้  เมทริกซ์สหสัมพันธ์ระหว่างตัวแปรอิสระ คือ 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

          
    

 
 

 

    
          

  

 

          
    

 
 

 

    
          

 

  

          
    

 
 

 

    
          

 

        ]
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ก าหนด               และที่เหลือ              เพ่ือก าหนดค่าพารามิเตอร์ของทั้งสาม
กลุ่มมีค่าเท่ากัน  นั่นคือ  ให้ความส าคัญของกลุ่มทั้งสามเท่ากัน  และตัวแปรอิสระในกลุ่มเดียวกันมี
ความสัมพันธ์กันสูง 

กรณีที่ 4 ตัวแบบถดถอยไม่บางเบาและเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระไม่เป็น
เชิงตั้งฉาก (non-orthogonal and non-sparse model)  

ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ   ไม่เป็นเมทริกซ์เชิงตั้งฉากเช่นเดียวกับกรณีที่ 2 แต่
ก าหนด              เพ่ือก าหนดค่าพารามิเตอร์ให้สอดคล้องกับลักษณะของตัวแบบการ
ถดถอยแบบไม่บางเบา และก าหนดให้ค่าพารามิเตอร์ทุกตัวไม่เท่ากับศูนย์  มีขนาดเล็กและมีค่าเท่ากัน  
เพ่ือให้ความส าคัญของตัวแปรอิสระทุกตัวเท่ากัน   
 

เกณฑ์ที่ใช้ในการพิจารณา 
  

เกณฑ์ที่ใช้ในการพิจารณาเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์
การถดถอยวิธีริดจ์,  LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO  ได้แก่ 

1.  ประสิทธิภาพของการพยากรณ์โดยวัดจากค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสอง
เฉลี่ยของค่าพยากรณ์ (Median of Prediction Mean Square Error : Med_PMSE)  ในการจ าลอง
ข้อมูล 500 ครั้ง 

                 Med_PMSE = Median(               )  

โดยที่           
∑         

  
   

 
     เมื่อ   n  คือ  ขนาดตัวอย่าง  และ r = 1, … , 500   

2.  ประสิทธิภาพของการประมาณโดยวัดจากค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสอง
เฉลี่ยของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย (Median of Mean Square Error : Med_MSE)  ใน
การจ าลองข้อมูล 500 ครั้ง มีค่าน้อยที่สุด 

                     Med_MSE = Median(             )  

โดยที่          
∑ ( ̂    )

  
   

 
 เมื่อ p  คือ  จ านวนตัวแปรอิสระ 

3.  ความความผิดพลาดของการเลือกตัวประมาณ  เมื่อก าหนดค่าพารามิเตอร์    ตาม
สถานการณ์ต่าง ๆ ซึ่งส่วนใหญ่มีค่าเป็นศูนย์และบางส่วนไม่ได้มีค่าเป็นศูนย์  ท าการนับจ านวนตัวแปร
ที่ถูกคัดเลือกผิดพลาดไปจากตัวแบบจริง  โดยความผิดพลาดในการคัดเลือกตัวแปรมี 2 แบบ  คือ  
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กรณีที่ค่าพารามิเตอร์ไม่เท่ากับศูนย์ แต่ตัวแปรอิสระไม่ถูกคัดเลือกเข้าสู่ตัวแบบ (IC1)  และกรณีที่
ค่าพารามิเตอร์เท่ากับศูนย์ แต่ตัวแปรอิสระถูกคัดเลือกเข้าสู่ตัวแบบ (IC2) แล้วจึงพิจารณาค่าเฉลี่ย
ของจ านวนของตัวแปรอิสระที่เกิดความผิดพลาดในการคัดเลือกตัวแปรอิสระ (Mean of IC : 
Mean_IC) จากการจ าลอง 500 รอบ,  ค่าร้อยละของความผิดพลาดในการคัดเลือกตัวแปรอิสระเมื่อ
เทียบกับจ านวนตัวแปรอิสระในตัวแบบ (Percent of IC : %IC)  และจ านวนตัวแปรอิสระในสมการ
ถดถอยโดยเฉลี่ย (Mean of number of covariates : Mean_Covariate) จากการจ าลอง 500 
รอบ  โดยมีวิธีการค านวณ  ดังนี้ 

 3.1  ค่าเฉลี่ยของจ านวนของตัวแปรอิสระที่เกิดความผิดพลาดในการคัดเลือกตัว
แปรอิสระ  จากการจ าลอง 500 รอบ  คือ 

                   Mean_IC1 = ∑      
   
   

   
   และ Mean_IC2 = ∑      

   
   

   
    

โดยที่  จ านวนของตัวแปรอิสระที่เกิดความผิดพลาดในการคัดเลือกตัวแปรอิสระ  คือ 

                        {         ̂    }  

               และ            {         ̂    }  

 3.2  ค่าร้อยละของความผิดพลาดในการคัดเลือกตัวแปรอิสระเมื่อเทียบกับจ านวน
ตัวแปรอิสระในตัวแบบ  คือ 

                      
        

  
         และ        

        
    

           

            3.3  จ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ย  คือ  

               Mean_Covariate = 15 - Mean_IC1 + Mean_IC2 

 

ขั้นตอนการวิจัย 
 

ขั้นตอนการวิจัยของวิธีการหาตัวประมาณพารามิเตอร์ด้วยวิธีริดจ์ 
1.  ท าการสร้าง (generate) ข้อมูลค่าสังเกต (      ) ,              ของชุดข้อมูล

ฝึกฝน (Training set) และชุดข้อมูลทดสอบ (Test set)  อย่างละ n ค่า  โดยก าหนดให้   และ    
คือ ชุดข้อมูลฝึกฝนและชุดข้อมูลทดสอบ  ตามล าดับ  โดยมีขั้นตอนดังนี้ 
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           1.1)  สร้างเมทริกซ์ของตัวแปรอิสระ ( ) ขนาด      โดย    มีการแจกแจง
ปรกติหลายตัวแปร (Multivariate normal distribution)  ที่มีเวกเตอร์ค่าเฉลี่ยเท่ากับเวกเตอร์ศูนย์  
และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม       นั่นคือ                            ซึ่งเมทริกซ์ความ
แปรปรวนร่วม    จะถูกก าหนดแตกต่างกันตามสถานการณ์ต่าง ๆ ตามขอบเขตของการวิจัย 

          1.2)  สร้างเวกเตอร์ความคลาดเคลื่อนสุ่ม          โดยที่    มีการแจกแจงปรกติ  
ที่มีค่าเฉลี่ยเป็นศูนย์และความแปรปรวนคงท่ี  (  )   ส าหรับ i = 1 , … , n โดยก าหนดส่วนเบี่ยงเบน
มาตรฐาน ( )  มีค่าเท่ากับ 1.5 

          1.3)  สร้างเวกเตอร์ของตัวแปรตาม   จากตัวแบบ         เมื่อ   และ   
ได้มาจากข้อ 1.1) และ 1.2)  และก าหนด   ต่างกันตามสถานการณ์ต่าง ๆ ตามขอบเขตของการวิจัย 

2.  น าเมทริกซ์    และ    จากชุดข้อมูลฝึกฝน    มาหาพารามิเตอร์ปรับแต่ง (tuning 
parameter : t)  โดยวิธี V-fold cross-validation โดยมีขั้นตอน  ดังนี้ 
           2.1)  แบ่งข้อมูล    และ    ,             ใน   ออกเป็น 5 ส่วน (V=5)  จะได้  
                ให้หนึ่งส่วนเป็นชุดข้อมูลทดสอบย่อย (sub-test set)     และอีก 4  ส่วนที่เหลือ
เป็นชุดข้อมูลฝึกฝนย่อย (sub-training set)     

        โดยที่    
 

 
  ,   = 1,…,5 

            2.2) ท าการแปลงตัวอย่างสุ่ม     จากชุดข้อมูลฝึกฝนย่อยแต่ละเซต      ให้
เป็นค่ามาตรฐาน  และแปลงค่าตัวอย่างสุ่ม   ให้มีค่าเฉลี่ยเท่ากับศูนย์  ดังนี้ 

                  
  

    ̅

  
 เมื่อ           

                      
      ̅ 

โดยที่    คือ ส่วนเบี่ยงเบนมาตรฐานตัวอย่าง (sample standard deviation) 
        ̅   คือ เวกเตอร์ค่าเฉลี่ยตัวอย่างของเวกเตอร์ค่าสังเกต   ในแต่ละชุดข้อมูลฝึกฝน      

           ̅   คือ เวกเตอร์ค่าเฉลี่ยตัวอย่างของเวกเตอร์ค่าสังเกต   ในแต่ละชุดข้อมูลฝึกฝน      

              2.3)  ก าหนด     เมื่อ   เป็นค่าคงที่ใด ๆ ณ จุดค่าใดค่าหนึ่งของค่า   หา 
 ̂ 

      ที่สอดคล้องกับเงื่อนไขบังคับและท าให้                   มีค่าต่ าที่สุด  ท าเช่นนี้
ในทุก ๆ ชุดข้อมูลฝึกฝนย่อย       เมื่อ   = 1,…,5   
              2.4) จากนั้นน าค่าประมาณ  ̂ 

      ที่ได้จากแต่ละชุดข้อมูลฝึกฝนย่อยไปหาค่า
พยากรณ์ของ   ในชุดข้อมูลทดสอบย่อย    เมื่อ   = 1,…,5  โดยใช้สมการถดถอย  ̂    ̂ 

      

แล้วค านวณค่าความคลาดเคลื่อนก าลังสองของค่าพยากรณ์       ∑ (  
     

 )
 
   

  
     โดย

ที่    เป็นขนาดตัวอย่างของ    จาก          
              2.5)  หาค่าเฉลี่ย           

 

 
∑      

 
     ที่   จุดนั้น     
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              2.6) ลือกค่า   ที่ให้ค่าเฉลี่ยของ PMSE ต่ าที่สุด  ซึ่งค่า   ค่านั้น คือ 
ค่าพารามิเตอร์ปรับแต่ง (tuning parameter) 

3.  หาตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์ ( ̂      ) จากชุดข้อมูลฝึกฝน    
โดยใช้ค่า   ที่ได้จากข้อ 2.6) แล้วแปลงค่า  ̂ 

       ให้เป็น  ̂ 
     

  ̂ 
      

    

4. น าค่าประมาณ  ̂       ที่ได้จากข้อ 3. ไปหาค่าพยากรณ์ของ   ที่อยู่ในชุดข้อมูล
ทดสอบ    จากสมการถดถอย        ∑  ̂ 

     
    หรือ  ̂        ̂      เมื่อ 

    ̅  ∑  ̂ 
     

 ̅ 
 
    แล้วค านวณค่า      ∑         

 
   

 
   จากชุดข้อมูลทดสอบ 

   

5.  ค านวณค่า     ∑ ( ̂    )
 
   

    

6.  นับจ านวนตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย  ̂ 
      ในเวกเตอร์  ̂      ที่มีค่า

เท่ากับศูนย์ แต่ค่าพารามิเตอร์     ไม่เท่ากับศูนย์ (IC1)   และนับจ านวนตัวประมาณสัมประสิทธิ์การ
ถดถอย  ̂ 

      ในเวกเตอร์  ̂      ที่มีค่าไม่เท่ากับศูนย์ แต่ค่าพารามิเตอร์    เท่ากับศูนย์ (IC2) 
ส าหรับ         

7.  ท าซ้ าขั้นตอน 1.-6.  จ านวน 500 ครั้ง 
8.  หาค่ามัธยฐานของค่า PMSE, MSE, ค่าเฉลี่ยของจ านวนของตัวแปรอิสระที่เกิดความ

ผิดพลาดในการคัดเลือกตัวแปรอิสระ, ค่าร้อยละของความผิดพลาดในการคัดเลือกตัวแปรอิสระเมื่อ
เทียบกับจ านวนตัวแปรอิสระในตัวแบบ  และจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ย  จากผล
การทดลองทั้งหมด 500 ครั้ง 
  

ขั้นตอนการวิจัยของวิธีการหาตัวประมาณพารามิเตอร์ด้วยวิธีแลซโซ 
เมื่อด าเนินการวิจัยของวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธีริดจ์เสร็จสิ้น

แล้ว  ผู้วิจัยน าชุดข้อมูลฝึกฝน และชุดข้อมูลทดสอบ  ที่สร้างขึ้นจากข้อที่ 1 ของขั้นตอนวิธีริดจ์มาหา
พารามิเตอร์ปรับแต่งและตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยแบบ LASSO ดังรายละเอียดต่อไปนี้ 

1.  น า    และ    จากชุดข้อมูลฝึกฝน   มาหาพารามิเตอร์ปรับแต่ง โดยวิธี V-fold 
cross-validation โดยมีขั้นตอน  ดังนี้ 

1.1)  แบ่งข้อมูล (     ) ใน   ออกเป็น 5 ส่วน (V=5)  จะได้                  
ให้หนึ่งส่วนเป็นชุดข้อมูลทดสอบย่อย     และอีก 4  ส่วนที่เหลือเป็นชุดข้อมูลฝึกฝนย่อย          

1.2) ก าหนดค่าพารามิเตอร์ปรับแต่ง     เมื่อ   เป็นคงที่ใด ๆ โดยที่ 
    

 

∑| ̂   |
    ณ จุดค่าใดค่าหนึ่งของค่า   หา  ̂ 

        ที่สอดคล้องกับเงื่อนไขบังคับและ
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ท าให้                   มีค่าต่ าที่สุด  ท าเช่นนี้ในทุก ๆ ชุดข้อมูลฝึกฝนย่อย         
เมื่อ   = 1,…,5  ตามขั้นตอนวิธี LARS ที่ได้กล่าวในหัวข้อ 4.3 ขั้นตอนวิธีในการหาตัวประมาณวิธี 
LASSO 

1.3)  จากนั้นน าค่าประมาณ  ̂ 
       ที่ได้จากแต่ละชุดข้อมูลฝึกฝนย่อยไปหาค่า

พยากรณ์ของ   ในชุดข้อมูลทดสอบย่อย    เมื่อ   = 1,…,5  โดยใช้สมการถดถอย  ̂     ̂ 
      

แล้วค านวณค่าความคลาดเคลื่อนก าลังสองของค่าพยากรณ์       ∑ (  
     

 )
 
   

  
     

โดยที่    เป็นขนาดตัวอย่างของ   
  จาก   

        
1.4)  หาค่าเฉลี่ย           

 

 
∑      

 
     ที่   จุดนั้น     

1.5)  เลือกค่า   ที่ให้ค่าเฉลี่ยของ PMSE ต่ าที่สุด ซึ่งค่า   ค่านั้น คือ ค่าพารามิเตอร์
ปรับแต่ง 

2. หาตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO ( ̂      ) จากจากชุดข้อมูลฝึกฝน 
   โดยใช้ค่า   ที่ได้จากข้อ 1.5) แล้วแปลงค่า  ̂ 

       ให้เป็น  ̂ 
       ̂ 

      
    

3. ท าเหมือนขั้นตอนที่ 4.-8. ของวิธีริดจ์ โดยใช้ตัวประมาณท่ีได้จากวิธี LASSO ในข้อ 2. 
  
ขั้นตอนการวิจัยของวิธีการหาตัวประมาณพารามิเตอร์ด้วยวิธีแลซโซปรับได้ 

เมื่อด าเนินการวิจัยของวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธีริดจ์และ 
LASSO เสร็จสิ้นแล้ว  ผู้วิจยัน าชุดข้อมูลฝึกฝน และชุดข้อมูลทดสอบ  ที่สร้างขึ้นจากข้อที่ 1 ของ
ขั้นตอนวิธีริดจ์มาหาพารามิเตอร์ปรับแต่งและตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยแบบ Adaptive 
LASSO ดังรายละเอียดต่อไปนี้ 

1.  น า    และ    จากชุดข้อมูลฝึกฝน    มาหาพารามิเตอร์ปรับแต่ง (tuning 
parameter : t)  โดยวิธี V-fold cross-validation โดยมีขั้นตอน  ดังนี้ 

 1.1)  แบ่งข้อมูล    และ    ,             ใน   ออกเป็น 5 ส่วน (V=5)  จะได้  
                ให้หนึ่งส่วนเป็นชุดข้อมูลทดสอบย่อย     และอีก 4  ส่วนที่เหลือเป็นชุดข้อมูล
ฝึกฝนย่อย      

 1.2)  น าชุดข้อมูลฝึกฝนย่อย      มาท าการแปลงตัวอย่างสุ่ม     ให้เป็นค่า
มาตรฐาน  และแปลงค่าตัวอย่างสุ่ม   ให้มีค่าเฉลี่ยเท่ากับศูนย์  ดังนี้ 

     
  (     ̅ )        และ     

       ̅      

เมื่อ                     โดยก าหนดให้       
  คือ ชุดข้อมูลฝึกฝนที่ได้จากการแปลงข้อ

มูลค่าสังเกตจาก      
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  1.3)  ส าหรับแต่ละชุดข้อมูลฝึกฝนย่อย   น าข้อมูล    
  และ    

  มาหาเวกเตอร์

ถ่วงน้ าหนัก จาก     | ̆ |
   เมื่อ          โดยที่  ̆  

(   
 )

 
  

 

     

 

  1.4) ท าการถ่วงน้ าหนักตัวอย่างสุ่ม    
   จากชุดข้อมูลฝึกฝนย่อย       โดย 

   
      

         
  1.5)  น าข้อมูล    

   และ   
  มาหาพารามิเตอร์ปรับแต่งด้วยวิธีการของวิธี LASSO 

ด าเนินตามขั้นตอนที่ 1.2)-1.5) ของวิธี LASSO 
2.  หาตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย  ̂ จากจากชุดข้อมูลฝึกฝน    โดยมีขั้นตอน

ดังนี้ 
  2.1) ท าการแปลงตัวอย่างสุ่ม     จากชุดข้อมูลฝึกฝน   ให้เป็นค่ามาตรฐาน  และ

แปลงค่าตัวอย่างสุ่ม   ให้มีค่าเฉลี่ยเท่ากับศูนย์  ดังนี้ 

    
  

    ̅

  
 เมื่อ    คือ .... (sample standard deviation)  

และ    
      ̅ 

 2.2) น าชุดข้อมูลฝึกฝน   มาหาเวกเตอร์ถ่วงน้ าหนัก จาก     | ̆ |
    โดย  ̆  

คือ สัมประสิทธิ์การถดถอยเชิงเส้นตัวแปรเดียว (univariate linear regression coefficience) เมื่อ 

         โดยที่  ̆  
(  

 )
 
  

 
 

2.3) ท าการแปลงตัวอย่างสุ่ม   
   จากชุดข้อมูลฝึกฝน (  ) โดย   

     
           

2.4) ท าการแปลงสัมประสิทธิ์การถดถอยกลับเป็น  ̂   ̂   

3. ท าเหมือนขั้นตอนที่ 4.-8. ของวิธีริดจ์ โดยใช้ตัวประมาณที่ได้จากวิธี Adaptive 
LASSO ในข้อ 2.4 

 

ขั้นตอนการวิจัยของวิธีการหาตัวประมาณพารามิเตอร์ด้วยวิธีรีแลกซ์แลซโซ 
เมื่อด าเนินการวิจัยของวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยด้วยวิธี ริดจ์, LASSO 

และ Adaptive LASSO เสร็จสิ้นแล้ว  ผู้วิจัยน าชุดข้อมูลฝึกฝน และชุดข้อมูลทดสอบ  ที่สร้างขึ้นจาก
ข้อที่ 1 ของขั้นตอนวิธีริดจ์มาหาพารามิเตอร์ปรับแต่งและตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยแบบ 
Relaxed LASSO ดังรายละเอียดต่อไปนี้ 

1.  น า    และ    จากชุดข้อมูลฝึกฝน   มาหาพารามิเตอร์ปรับแต่ง    โดยวิธี V-
fold cross-validation โดยมีขั้นตอน  ดังนี้ 
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    1.1)  แบ่งข้อมูล    และ    ,             ใน   ออกเป็น 5 ส่วน (V=5)  จะ
ได้                  ให้หนึ่งส่วนเป็นชุดข้อมูลทดสอบย่อย     และอีก 4  ส่วนที่เหลือเป็นชุด
ข้อมูลฝึกฝนย่อย      

    1.2)  น า  ̂      ที่ได้จากข้อ 2.2) ในวิธี LASSO  มาค านวณหาค่า   จาก 
  { |     ̂         | และ    |   | }  โดยที่        คือ ค่าของสมาชิกในแถวที่ 1 
คอลัมน์ที่ 1 ของเมทริกซ์ตัวแประอิสระที่ถูกคัดเลือกเข้าสู่ตัวแบบ  เมื่อ   = 1,…,5   

    1.3)  ก าหนดค่าพารามิเตอร์ปรับแต่ง   เป็นคงที่ใด ๆ โดยที่        ณ 
ทุกจุดของค่า   และ   น าข้อมูล    

  และ   
  มาหาพารามิเตอร์ปรับแต่งด้วยวิธีการของวิธี LASSO 

ด าเนินตามขั้นตอนที่ 1.2)-1.4) ของวิธี LASSO 
              1.4)  เลือกค่า   และ   ที่ให้ค่าเฉลี่ยของ PMSE ต่ าที่สุด  ซึ่งค่า   และ   ค่า
นั้น คือ ค่าพารามิเตอร์ปรับแต่ง 

2.  หาตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย  ̂          จากชุดข้อมูลฝึกฝน    ทุก จุด 
  และ   

3.  เลือกตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย  ̂          จากชุดข้อมูลฝึกฝน   ณ จดุ 
  และ   ที่ให้ค่าเฉลี่ยของ PMSE ต่ าที่สุด 

4. ท าเหมือนขั้นตอนที่ 4.-8. ของวิธีริดจ์ โดยใช้ตัวประมาณที่ได้จากวิธี Relaxed 
LASSO ในข้อ 3.  

เมื่อด าเนินการวิจัยของวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยทั้ง 4 วิธี  คือ วิธีริดจ์, 
LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO เสร็จสิ้นแล้ว  จากนั้นผู้วิจัยท าการเปรียบเทียบ
ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของค่าพยากรณ์  ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลัง
สองเฉลี่ยของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย  ค่าเฉลี่ยของจ านวนของตัวแปรอิสระที่เกิดความ
ผิดพลาดในการคัดเลือกตัวแปรอิสระ ค่าร้อยละของความผิดพลาดในการคัดเลือกตัวแปรอิสระเมื่อ
เทียบกับจ านวนตัวแปรอิสระในตัวแบบ  และจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ย  



  

 

บทที่ 4 
 

ผลการวิเคราะห์ข้อมูล 
 

งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงค์เ พ่ือเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการประมาณค่า
สัมประสิทธิ์การถดถอย 4 วิธี  ในกรณีที่ข้อมูลมีมิติสูง ได้แก่ วิธีริดจ์,  LASSO, Adaptive LASSO 
และ Relaxed LASSO โดยพิจารณาจากความถูกต้องในการพยากรณ์ ความถูกต้องในการประมาณ
ค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย  และความถูกต้องในการคัดเลือกตัวแปรอิสระเข้าในตัวแบบ 

ในการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย
ท าการศึกษา 4 กรณี  คือ  กรณีที่ 1 คือ ตัวแบบถดถอยบางเบาที่เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปร
อิสระเป็นเชิงตั้งฉากบางส่วน (partial orthogonal sparse model) ตัวแปรอิสระ    และ    ที่มี
ความสัมพันธ์กัน มีค่าสัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ คือ  |   | เมื่อก าหนด 5 กรณี  คือ   = 0.1, 0.3, 0.5, 
0.7 และ 0.9 และก าหนดค่าพารามิเตอร์ให้สอดคล้องกับลักษณะของตัวแบบการถดถอยแบบบางเบา 
กรณีที่ 2 คือ ตัวแบบถดถอยบางเบาที่เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระไม่เป็นเชิงตั้งฉาก (non-
orthogonal sparse model)  ก าหนดค่าสัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์และค่าพารามิเตอร์ให้สอดคล้องกับ
ลักษณะของตัวแบบการถดถอยแบบบางเบาเช่นเดียวกับกรณีแรก  กรณีที่ 3 คือ ตัวแบบถดถอยบาง
เบาที่ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระมีโครงสร้างแบบแบ่งกลุ่ม (grouping structure sparse 
model) นั่นคือ ตัวแปรอิสระในกลุ่มเดียวกันมีความสัมพันธ์กันสูงและตัวแปรอิสระแต่ละกลุ่มอิสระ
ต่อกัน ซึ่งก าหนดค่าพารามิเตอร์ของทั้งสามกลุ่มมีค่าเท่ากัน เพ่ือให้ความส าคัญของกลุ่มทั้งสามเท่ากัน  
และก าหนดค่าพารามิเตอร์ให้สอดคล้องกับลักษณะของตัวแบบการถดถอยแบบบางเบา และกรณีที่ 4 
คือ ตัวแบบถดถอยไม่บางเบาและเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระไม่เป็นเชิงตั้งฉาก (non-
orthogonal and non-sparse model) ก าหนดรูปแบบความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระเช่นเดียวกับ
กรณีที่ 2 แต่ก าหนดค่าพารามิเตอร์ทุกตัวให้มีขนาดเล็กแต่ไม่เท่ากับศูนย์และมีค่าเท่ากัน โดยแต่ละ
กรณีจะท าการจ าลองข้อมูลที่มีขนาดตัวอย่าง (n) เท่ากับ 50, 100 และ 200  และจ านวนตัวแปร
อิสระ (p) เป็น 2 เท่า และ 4 เท่า ของขนาดตัวอย่าง 
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โดยเกณฑ์ท่ีใช้ในการพิจารณาเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการประมาณค่า
สัมประสิทธิ์การถดถอยทั้ง 4 วิธี  ได้แก่ 
 1.  ประสิทธิภาพของการพยากรณ์โดยวัดจากค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ย
ของค่าพยากรณ์ (Med_PMSE)  ในการจ าลองข้อมูล 500 รอบ 
 2.  ประสิทธิภาพของการประมาณโดยวัดจากค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ย
ของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย (Med_MSE)  ในการจ าลองข้อมูล 500 รอบ 
 3.  ความผิดพลาดของการเลือกตัวประมาณโดยวัดจาก 
      3.1)  ค่าเฉลี่ยของจ านวนของตัวแปรอิสระที่เกิดความผิดพลาดของการคัดเลือกตัวแปร
อิสระ (Mean_IC) จากการจ าลอง 500 รอบ   
      3.2)  ค่าร้อยละของความผิดพลาดของการคัดเลือกตัวแปรอิสระเมื่อเทียบกับจ านวนตัว
แปรอิสระในตัวแบบ (%IC)   
      3.3)  จ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ย (Mean_Covariate) จากการ
จ าลอง 500 รอบ   
 งานวิจัยนี้ท าการจ าลองข้อมูลโดยโปรแกรม R เวอร์ชั่น 3.2.2  โดยแต่ละสถานการณ์มีการ
ท าซ้ า 500 รอบ  ซึ่งผลการวิจัยมีรายละเอียด  ดังนี้ 
 

ความถูกต้องของการพยากรณ์ของการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์, LASSO, 
Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO 

 

ความถูกต้องของการพยากรณ์ของตัวประมาณวิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ 

Relaxed LASSO โดยวัดจากค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ ยของค่าพยากรณ์ 

(Med_PMSE)  ในการจ าลองข้อมูล 500 รอบ  ซึ่งผลการวิจัยแบ่งออกเป็น 4 กรณี คือ 1) ตัวแบบ

ถดถอยพหุคูณ partial orthogonal sparse model  2) ตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal 

sparse model  3) ตัวแบบถดถอยพหุคูณ grouping structure sparse model และ 4)  ตัวแบบ

ถดถอยพหุคูณ non-orthogonal and non-sparse model  ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้  
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กรณีที่ 1 ตัวแบบถดถอยบางเบาที่เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระเป็นเชิงตั้งฉากบางส่วน  
ในกรณีตัวแบบถดถอยพหุคูณ partial orthogonal sparse model กล่าวคือ ตัวแปร

อิสระ          มีความสัมพันธ์กันโดยที่สัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ระหว่าง    และ     คือ  |   | 
และตัวแปรอิสระ          มีความสัมพันธ์กันโดยที่สัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ระหว่าง    และ     

คือ  |   | แต่ตัวแปรอิสระกลุ่มท่ี 1 คือ          และตัวแปรอิสระกลุ่มที่ 2 คือ           ไม่
มีความสัมพันธ์กัน  และก าหนดค่าพารามิเตอร์ให้สอดคล้องกับลักษณะของตัวแบบการถดถอยแบบ
บางเบา   

ความถูกต้องของการพยากรณ์ของตัวประมาณวิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ 
Relaxed LASSO ในกรณีตัวแบบถดถอยพหุคูณ partial orthogonal sparse model แสดงใน
ตารางที่ 1 
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ตารางท่ี 1 ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของค่าพยากรณ์ (Med_PMSE)  ของการ
ประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO กรณี 
partial orthogonal sparse model 

  n p 
Med_PMSE 

Ridge  
Regression 

LASSO Adaptive 
LASSO 

Relaxed 
LASSO 

0.1 

50 100 
200 

27.2358 
39.8373 

8.1755 
13.9576 

9.6714 
15.6093 

8.0078 
13.8015 

100 200 
400 

26.8089 
39.1016 

4.5830 
5.3221 

5.0076 
5.7751 

4.1168 
4.6574 

200 400 
800 

26.8768 
39.4978 

3.3814 
3.5542 

3.5492 
3.6911 

2.8734 
3.0731 

0.3 

50 100 
200 

23.8201 
45.3991 

6.6440 
9.1994 

7.1333 
10.0434 

6.0180 
8.6079 

100 200 
400 

24.2603 
44.2122 

4.0748 
4.4717 

4.3612 
4.6015 

3.5205 
3.8820 

200 400 
800 

23.6613 
43.6643 

3.2000 
3.1998 

3.2733 
3.2533 

2.6601 
2.6594 

0.5 

50 100 
200 

18.3839 
46.3906 

5.3710 
6.2364 

5.8036 
6.4275 

4.8517 
5.5830 

100 200 
400 

17.4131 
45.6925 

3.7306 
3.8454 

3.9032 
3.8510 

3.1004 
3.1792 

200 400 
800 

17.7979 
44.6804 

3.1225 
3.0054 

3.1176 
2.9881 

2.5742 
2.5403 

0.7 

50 100 
200 

10.7791 
36.1065 

4.7863 
4.8963 

5.1542 
4.8177 

4.0411 
4.2306 

100 200 
400 

10.6624 
35.5068 

3.6175 
3.4454 

3.5303 
3.3995 

2.8900 
2.9069 

200 400 
800 

10.6850 
35.0857 

3.1526 
2.8847 

2.9855 
2.7735 

2.5196 
2.4660 

0.9 

50 100 
200 

5.8069 
11.3853 

4.6682 
4.2349 

4.4853 
4.1440 

3.5452 
3.5264 

100 200 
400 

5.9723 
11.0559 

3.7001 
3.4644 

3.3315 
3.1948 

2.7566 
2.7953 

200 400 
800 

6.1983 
11.0967 

3.1901 
2.9644 

2.8210 
2.7099 

2.5051 
2.4732 
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จากตารางที่ 1 จะเห็นได้ว่า เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ partial orthogonal sparse 
model  ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  พบว่า ค่ามัธยฐานของค่า PMSE ของวิธี Relaxed LASSO 
มีค่าต่ าที่สุด  และค่ามัธยฐานของ PMSE ของวิธีริดจ์มีค่าสูงสุด  เมื่อเปรียบเทียบวิธี LASSO และ 
Adaptive LASSO พบว่า  ในกรณีที่ ที่   = 0.1, 0.3, และ 0.5 ค่ามัธยฐานของ PMSE ของวิธี 
LASSO ต่ ากว่าวิธี Adaptive LASSO ในทุกๆ ค่า n และ p ยกเว้น กรณีที่ n = 200  ส่วนวิธี 
Adaptive LASSO มีค่ามัธยฐานของค่า PMSE ต่ ากว่าวิธี LASSO ในกรณีที่   = 0.7 และ 0.9 ในทุก
กรณีของค่า n และ p 
 
กรณีที่ 2 ตัวแบบถดถอยบางเบาที่เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระไม่เป็นเชิงตั้งฉาก 

ในกรณีตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal sparse model  กล่าวคือ  ตัวแปร
อิสระ         มีความสัมพันธ์กันโดยที่สัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ระหว่าง    และ     คือ  |   | 
แต่ตัวแปรกลุ่มที่ 1 คือ          และตัวแปรอิสระกลุ่มที่ 2 คือ           มีความสัมพันธ์กัน 
และก าหนดค่าพารามิเตอร์ให้สอดคล้องกับลักษณะของตัวแบบการถดถอยแบบบางเบา 

 ความถูกต้องของการพยากรณ์ของตัวประมาณวิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO 
และ Relaxed LASSO  ในกรณีตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal sparse model แสดงใน
ตารางที่ 2 
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ตารางท่ี 2 ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของค่าพยากรณ์ (Med_PMSE)  ของการ
ประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO กรณี 
non-orthogonal sparse model 

  n p 
Med_PMSE 

Ridge 
regression 

LASSO Adaptive 
LASSO 

Relaxed 
LASSO 

0.1 

50 100 
200 

27.5173 
39.1090 

8.5301 
12.8956 

10.1093 
14.3263 

8.2879 
13.4529 

100 200 
400 

26.6689 
39.4489 

4.6824 
5.4150 

5.0065 
5.7989 

4.1616 
4.6714 

200 400 
800 

26.6649 
39.1583 

3.4315 
3.5668 

3.5567 
3.7296 

2.9022 
3.0881 

0.3 

50 100 
200 

24.7933 
45.4593 

6.4828 
8.6545 

7.3312 
9.9742 

5.9970 
8.3358 

100 200 
400 

23.9852 
44.2997 

4.1047 
4.4720 

4.2676 
4.6377 

3.5427 
3.8164 

200 400 
800 

23.5136 
43.9608 

3.2092 
3.2344 

3.2733 
3.2592 

2.6379 
2.6748 

0.5 

50 100 
200 

18.1360 
45.6011 

5.6117 
6.3273 

5.8861 
6.3972 

4.8800 
5.9148 

100 200 
400 

17.7304 
45.5766 

3.7665 
3.7831 

3.9389 
3.8600 

3.0689 
3.1515 

200 400 
800 

17.7592 
45.1763 

3.1349 
3.0216 

3.0531 
3.0115 

2.5347 
2.5443 

0.7 

50 100 
200 

11.0951 
36.3771 

4.8947 
5.0157 

5.0632 
4.9724 

3.9808 
4.3485 

100 200 
400 

10.5289 
35.4822 

3.6507 
3.4949 

3.5418 
3.4461 

2.8771 
2.9496 

200 400 
800 

10.4778 
34.6760 

3.1176 
2.8982 

2.9758 
2.7858 

2.5013 
2.4973 

0.9 

50 100 
200 

5.6919 
11.8775 

4.6336 
4.1888 

4.4450 
4.2261 

3.5253 
3.4946 

100 200 
400 

6.0281 
11.3465 

3.6045 
3.4357 

3.3396 
3.1950 

2.7768 
2.7587 

200 400 
800 

6.1322 
11.2196 

3.1585 
3.0049 

2.9133 
2.7289 

2.4887 
2.4983 
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จากตารางที่ 2 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal sparse 
model  ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  พบว่า ค่ามัธยฐานของค่า PMSE ของวิธี Relaxed LASSO 
มีค่าต่ าที่สุด ยกเว้นกรณีที่   = 0.1,  n = 50 และ p = 200 และค่ามัธยฐานของ PMSE ของวิธีริดจ์
มีค่าสูงสุด  เมื่อเปรียบเทียบวิธี LASSO และ Adaptive LASSO พบว่า  ในกรณีที่ ที่   = 0.1, 0.3, 
และ 0.5 ค่ามัธยฐานของ PMSE ของวิธี LASSO ต่ ากว่าวิธี Adaptive LASSO ในทุกๆ ค่า n และ p 
ยกเว้น กรณีที่   = 0.5 และ n = 200  ส่วนวิธี Adaptive LASSO มีค่ามัธยฐานของค่า PMSE ต่ า
กว่าวิธี LASSO ในกรณีที่   = 0.7 และ 0.9 ในทุกกรณีของค่า n และ p ยกเว้นกรณีที่   = 0.7  
และ 0.9, n = 50 และ p = 100   

 

กรณีที่ 3 ตัวแบบถดถอยบางเบาที่ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระมีโครงสร้างแบบแบ่งกลุ่ม 
ในกรณีตัวแบบถดถอยพหุคูณ grouping structure sparse model กล่าวคือ ตัวแปร

อิสระจ านวน   ตัว แบ่งออกเป็น 4 กลุ่ม ซึ่งถูกสร้างข้ึนจากตัวแปรสุ่ม     และ     ดังนี้  

                           ,   

                            

                           และ 

                                            

โดยตัวแปรอิสระแต่ละกลุ่มอิสระต่อกัน และก าหนดค่าพารามิเตอร์ให้สอดคล้องกับลักษณะของตัว
แบบการถดถอยแบบบางเบา   

ความถูกต้องของการพยากรณ์ของตัวประมาณวิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ 
Relaxed LASSO  ในกรณีตัวแบบถดถอยพหุคูณ grouping structure sparse model แสดงใน
ตารางที่ 3 
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ตารางท่ี 3 ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของค่าพยากรณ์ (Med_PMSE)  ของการ
ประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO กรณี 
grouping structure sparse model 

n p 
Med_PMSE 

Ridge 
regression 

LASSO Adaptive 
LASSO 

Relaxed 
LASSO 

50 
100 
200 

13.4745 
34.6734 

3.4091 
3.5171 

3.7128 
3.3431 

2.5780 
2.6232 

100 
200 
400 

13.3672 
35.2044 

2.9297 
2.9566 

2.9990 
2.8699 

2.3950 
2.4190 

200 
400 
800 

13.6068 
34.2631 

2.7380 
2.6570 

2.6785 
2.5930 

2.3395 
2.3491 

 

จากตารางที่ 3 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ grouping structure sparse 
model ในทุกกรณีของค่า n และ p  พบว่า ค่ามัธยฐานของค่า PMSE ของวิธี Relaxed LASSO มี
ค่าต่ าที่สุดในทุกๆ กรณี  วิธี  Adaptive LASSO มีค่ามัธยฐานของค่า PMSE ต่ ากว่าวิธี LASSO 
ยกเว้นกรณีที่ n = 50, p = 100  และ n = 100, p = 200  และวิธีริดจ์มีค่ามัธยฐานของค่า PMSE 
สูงที่สุด 

 

กรณีที่ 4 ตัวแบบถดถอยไม่บางเบาและเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระไม่เป็นเชิงตั้งฉาก 
ในกรณีตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal and non-sparse model  กล่าวคือ  

ตัวแปรอิสระ         มีความสัมพันธ์กันโดยที่สัมประสิทธิ์สหสัมพันธ์ระหว่าง    และ     คือ 
 |   | แต่ตัวแปรกลุ่มที่ 1 คือ          และตัวแปรอิสระกลุ่มที่ 2 คือ           มี
ความสัมพันธ์กัน แตก่ าหนดให้ค่าพารามิเตอร์ทุกตัวไม่เท่ากับศูนย์  มีขนาดเล็กและมีค่าเท่ากัน (non-
sparse model)   

ความถูกต้องของการพยากรณ์ของตัวประมาณวิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ 

Relaxed LASSO  ในกรณีตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal and non-sparse model 

แสดงในตารางที ่4 
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ตารางท่ี 4 ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของค่าพยากรณ์ (Med_PMSE)  ของการ
ประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO กรณี 
non-orthogonal and non-sparse model 

  n p Med_PMSE 
Ridge 

regression 
LASSO Adaptive 

LASSO 
Relaxed 
LASSO 

0.1 

50 100 
200 

17.2754 
45.2894 

30.3788 
63.4621 

30.7969 
65.7713 

31.3444 
65.8134 

100 200 
400 

29.9547 
86.5258 

55.8951 
86.5258 

58.2164 
125.5908 

57.5619 
126.1321 

200 400 
800 

54.1215 
170.0667 

105.1692 
244.9744 

109.3690 
251.4116 

107.2480 
248.5342 

0.3 

50 100 
200 

15.9371 
51.6886 

35.8241 
90.3328 

37.6409 
94.5037 

37.6984 
95.0314 

100 200 
400 

26.0349 
99.6378 

64.3920 
178.0761 

70.3231 
182.1035 

67.5479 
182.3775 

200 400 
800 

47.7469 
194.0940 

118.5768 
344.5003 

130.1534 
354.2469 

123.8643 
352.0305 

0.5 

50 100 
200 

11.9829 
51.6730 

34.7794 
119.7407 

40.4338 
122.0156 

41.2252 
130.3565 

100 200 
400 

18.8660 
99.5920 

63.9535 
229.9371 

74.2398 
238.5948 

72.1619 
242.8630 

200 400 
800 

31.3373 
195.2576 

120.0695 
442.7951 

144.6126 
461.7521 

132.5610 
460.9673 

0.7 

50 100 
200 

7.6771 
35.5480 

28.6733 
140.0892 

35.4871 
147.1222 

38.7441 
162.2275 

100 200 
400 

9.8452 
67.0588 

53.7429 
271.7855 

65.2040 
293.4571 

67.3050 
304.9877 

200 400 
800 

14.1049 
128.8989 

105.0322 
533.0429 

126.2674 
570.9250 

125.8682 
582.2999 

0.9 

50 100 
200 

5.0374 
7.4647 

13.3519 
109.9255 

14.2029 
113.6145 

19.6038 
147.6962 

100 200 
400 

5.4674 
10.3003 

25.0061 
10.3003 

25.0892 
10.3003 

33.9368 
268.1004 

200 400 
800 

5.9783 
16.0924 

48.6608 
445.0594 

47.9993 
445.0263 

62.2899 
511.7671 
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จากตารางที่ 4 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal and non-
sparse model  ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  พบว่า ค่ามัธยฐานของค่า PMSE ของวิธีริดจ์มีค่าต่ า
ที่สุด ต่อมาคือวิธี LASSO  ยกเว้นกรณีที่   = 0.9 และ  n = 200 ทุกค่า p เมื่อเปรียบเทียบวิธี 
Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO พบว่า  ในกรณีที่ ที่   = 0.1, 0.3, และ 0.5 เมื่อ n = 50 
ทุกค่า p และ n = 100, p = 400 พบว่า ค่ามัธยฐานของ PMSE ของวิธี Adaptive LASSO ต่ ากว่า
วิธี Relaxed LASSO และเมื่อ n = 100, p = 200 และ n = 200 ทุกค่า p พบว่า วิธี Relaxed 
LASSO มีค่ามัธยฐานของค่า PMSE ต่ ากว่าวิธี Adaptive LASSO ส่วนในกรณีที่   = 0.7 และ 0.9 
ในทุกกรณีของค่า n และ p ยกเว้นกรณีที่   = 0.7, n = 200 และ p = 400 วิธี Adaptive LASSO 
มีค่ามัธยฐานของค่า PMSE ต่ ากว่าวิธี Relaxed LASSO 

 

ความถูกต้องของการประมาณค่าพารามิเตอร์ของการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์,  
LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO 

 

ความถูกต้องของการประมาณค่าพารามิเตอร์ของตัวประมาณวิธีริดจ์ , LASSO, 

Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO โดยวัดจากค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ย

ของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย (Med_MSE) ในการจ าลองข้อมูล 500 รอบ  ซึ่งผลการวิจัย

แบ่งออกเป็น 4 กรณี คือ 1) ตัวแบบถดถอยพหุคูณ partial orthogonal sparse  model  2) ตัว

แบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal sparse model  3) ตัวแบบถดถอยพหุคูณ grouping 

structure sparse model และ 4)  ตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal and non-sparse 

model ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้  
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กรณีที่ 1 ตัวแบบถดถอยบางเบาที่เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระเป็นเชิงตั้งฉากบางส่วน  
ตารางท่ี 5 ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย 
(Med_MSE)  ของการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ 
Relaxed LASSO กรณี partial orthogonal sparse model 

  n p Med_MSE 
Ridge 

regression 
LASSO Adaptive 

LASSO 
Relaxed 
LASSO 

0.1 

50 100 
200 

0.2290 
0.1646 

0.0559 
0.0518 

0.0732 
0.0603 

0.0550 
0.0544 

100 200 
400 

0.1128 
0.0807 

0.0112 
0.0070 

0.0127 
0.0080 

0.0088 
0.0056 

200 400 
800 

0.0563 
0.0403 

0.0027 
0.0015 

0.0031 
0.0017 

0.0015 
0.0010 

0.3 

50 100 
200 

0.1806 
0.1466 

0.0426 
0.0286 

0.0486 
0.0331 

0.0385 
0.0283 

100 200 
400 

0.0898 
0.0717 

0.0086 
0.0048 

0.0100 
0.0054 

0.0065 
0.0041 

200 400 
800 

0.0446 
0.0354 

0.0022 
0.0011 

0.0026 
0.0012 

0.0011 
0.0006 

0.5 

50 100 
200 

0.1355 
0.1193 

0.0352 
0.0207 

0.0433 
0.0224 

0.0322 
0.0203 

100 200 
400 

0.0657 
0.0583 

0.0082 
0.0039 

0.0098 
0.0044 

0.0058 
0.0034 

200 400 
800 

0.0327 
0.0287 

0.0022 
0.0009 

0.0024 
0.0011 

0.0010 
0.0005 

0.7 

50 100 
200 

0.0999 
0.0813 

0.0464 
0.0205 

0.0526 
0.0224 

0.0373 
0.0203 

100 200 
400 

0.0493 
0.0401 

0.0107 
0.0044 

0.0114 
0.0048 

0.0073 
0.0039 

200 400 
800 

0.0244 
0.0198 

0.0030 
0.0011 

0.0027 
0.0011 

0.0015 
0.0008 

0.9 

50 100 
200 

0.1093 
0.0441 

0.1119 
0.0447 

0.1193 
0.0477 

0.0804 
0.0429 

100 200 
400 

0.0614 
0.0213 

0.0274 
0.0110 

0.0244 
0.0106 

0.0175 
0.0089 

200 
400 
800 

0.0349 
0.0106 

0.0076 
0.0028 

0.0060 
0.0023 

0.0041 
0.0022 
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 จากตารางที่ 5 จะเห็นได้ว่า เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ partial orthogonal sparse 
model  ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  พบว่า ค่ามัธยฐานของค่า MSE ของวิธี Relaxed LASSO มี
ค่าต่ าที่สุด ยกเว้นกรณีที่   = 0.1,  n = 50 และ p = 200 และค่ามัธยฐานของ MSE ของวิธีริดจ์มี
ค่าสูงสุด ยกเว้นกรณีที่   = 0.9 และ n = 50   เมื่อเปรียบเทียบวิธี LASSO และ Adaptive LASSO 
พบว่า  ในกรณีที่ ที่   =0.1, 0.3, 0.5 และ 0.7 วิธี LASSO มีค่ามัธยฐานของ MSE ต่ ากว่าวิธี 
Adaptive LASSO ในทุกๆ ค่า n และ p ยกเว้น กรณีที่   = 0.7 และ n = 200  ส่วนวิธี Adaptive 
LASSO มีค่ามัธยฐานของค่า MSE ต่ ากว่าวิธี LASSO ในกรณีที่   = 0.9 และ n = 100 และ 200 ใน
ทุกค่า p  
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กรณีที่ 2 ตัวแบบถดถอยบางเบาที่เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระไม่เป็นเชิงตั้งฉาก 
 
ตารางท่ี 6 ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย 
(Med_MSE) ของการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ 
Relaxed LASSO กรณี partial non-orthogonal sparse model 

  n p Med_MSE 
Ridge 

regression 
LASSO Adaptive 

LASSO 
Relaxed 
LASSO 

0.1 

50 100 
200 

0.2296 
0.1645 

0.0577 
0.0492 

0.0746 
0.0587 

0.0575 
0.0509 

100 200 
400 

0.1130 
0.0809 

0.0112 
0.0072 

0.0129 
0.0083 

0.0087 
0.0057 

200 400 
800 

0.0558 
0.0403 

0.0027 
0.0015 

0.0031 
0.0017 

0.0015 
0.0010 

0.3 

50 100 
200 

0.1841 
0.1452 

0.0397 
0.0280 

0.0504 
0.0329 

0.0379 
0.0283 

100 200 
400 

0.0907 
0.0718 

0.0088 
0.0048 

0.0103 
0.0052 

0.0068 
0.0039 

200 400 
800 

0.0444 
0.0353 

0.0022 
0.0011 

0.0025 
0.0012 

0.0009 
0.0006 

0.5 

50 100 
200 

0.1354 
0.1187 

0.0375 
0.0207 

0.0448 
0.0222 

0.0328 
0.0204 

100 200 
400 

0.0660 
0.0582 

0.0084 
0.0039 

0.0102 
0.0046 

0.0060 
0.0032 

200 400 
800 

0.0329 
0.0289 

0.0023 
0.0010 

0.0024 
0.0010 

0.0011 
0.0006 

0.7 

50 100 
200 

0.0996 
0.0827 

0.0471 
0.0215 

0.0521 
0.0219 

0.0376 
0.0201 

100 200 
400 

0.0494 
0.0400 

0.0110 
0.0046 

0.0117 
0.0049 

0.0074 
0.0039 

200 400 
800 

0.0246 
0.0197 

0.0030 
0.0011 

0.0028 
0.0011 

0.0015 
0.0008 

0.9 

50 100 
200 

0.1142 
0.0455 

0.1133 
0.0444 

0.1256 
0.0468 

0.0828 
0.0418 

100 200 
400 

0.0630 
0.0218 

0.0282 
0.0108 

0.0269 
0.0106 

0.0171 
0.0088 

200 400 
800 

0.0352 
0.0107 

0.0077 
0.0029 

0.0070 
0.0026 

0.0043 
0.0022 
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จากตารางที่ 6 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal sparse 
model  ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  พบว่า ค่ามัธยฐานของค่า MSE ของวิธี Relaxed LASSO มี
ค่าต่ าที่สุด ยกเว้นกรณีที่   = 0.1 และ 0.3,  n = 50 และ p = 200   และ 
ค่ามัธยฐานของ MSE ของวิธีริดจ์มีค่าสูงสุด ยกเว้นกรณีที่   = 0.9 และ n = 50   เมื่อเปรียบเทียบ
วิธี LASSO และ Adaptive LASSO พบว่า  ในกรณีที่ ที่   =0.1, 0.3, 0.5 และ 0.7 วิธี LASSO มี
ค่ามัธยฐานของ MSE ต่ ากว่าวิธี Adaptive LASSO ในทุกๆ ค่า n และ p ยกเว้น กรณีที่   = 0.7 
และ n = 200  ส่วนวิธี Adaptive LASSO มีค่ามัธยฐานของค่า MSE ต่ ากว่าวิธี LASSO ในกรณีที่   
= 0.9 และ n = 100 และ 200 ในทุกค่า p  
  

กรณีที่ 3 ตัวแบบถดถอยบางเบาที่ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระมีโครงสร้างแบบแบ่งกลุ่ม 
 

ตารางท่ี 7 ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย 
(Med_MSE)  ของการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ 
Relaxed LASSO กรณี grouping structure sparse model 

n p 
Med_MSE 

Ridge 
regression 

LASSO Adaptive 
LASSO 

Relaxed 
LASSO 

50 
100 
200 

0.0791 
0.0677 

1.1218 
0.5421 

1.1870 
0.5646 

1.3917 
0.6960 

100 
200 
400 

0.0389 
0.0339 

0.5292 
0.2593 

0.5380 
0.2657 

0.7018 
0.3519 

200 
400 
800 

0.0196 
0.0168 

0.2458 
0.1190 

0.2479 
0.1209 

0.3401 
0.1698 

 

จากตารางที่ 7 จะเห็นได้ว่า เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ grouping structure sparse 
model ในทุกกรณีของค่า n และ p  พบว่า ค่ามัธยฐานของค่า MSE ของวิธีริดจ์มีค่าต่ าที่สุดในทุกๆ 
กรณี  วิธี LASSO มีค่ามัธยฐานของค่า PMSE ต่ ากว่าวิธี Adaptive LASSO  และวิธี Relaxed 
LASSO มีค่ามัธยฐานของค่า PMSE สูงที่สุด  
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กรณีที่ 4 ตัวแบบถดถอยไม่บางเบาและเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระไม่เป็นเชิงตั้งฉาก 
 
ตารางท่ี 8 ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย 
(Med_MSE)  ของการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์, LASSO, Adaptive LASSO และ 
Relaxed LASSO กรณี non-orthogonal and non-sparse model 

  n p Med_MSE 
Ridge 

regression 
LASSO Adaptive 

LASSO 
Relaxed 
LASSO 

0.1 

50 
100 
200 

0.1424 
0.1859 

0.2426 
0.2500 

0.2500 
0.2611 

0.2500 
0.2619 

100 
200 
400 

0.1256 
0.1819 

0.2349 
0.2500 

0.2474 
0.2573 

0.2416 
0.2567 

200 
400 
800 

0.1191 
0.1800 

0.2293 
0.2500 

0.2410 
0.2568 

0.2324 
0.2527 

0.3 

50 
100 
200 

0.1119 
0.1611 

0.2511 
0.2707 

0.2680 
0.2939 

0.2681 
0.2920 

100 
200 
400 

0.0965 
0.1576 

0.2473 
0.2707 

0.2637 
0.2943 

0.2531 
0.2889 

200 
400 
800 

0.0905 
0.1547 

0.2435 
0.2733 

0.2585 
0.2934 

0.2467 
0.2784 

0.5 

50 
100 
200 

0.0833 
0.1253 

0.2881 
0.3384 

0.3202 
0.3633 

0.3084 
0.3665 

100 
200 
400 

0.0668 
0.1209 

0.2815 
0.3490 

0.3134 
0.3661 

0.2946 
0.3615 

200 
400 
800 

0.0576 
0.1184 

0.2758 
0.3549 

0.3178 
0.3719 

0.2836 
0.3622 

0.7 

50 
100 
200 

0.0649 
0.0761 

0.3480 
0.4947 

0.4122 
0.5143 

0.4043 
0.5529 

100 
200 
400 

0.0439 
0.0696 

0.3378 
0.4934 

0.4006 
0.5277 

0.3736 
0.5357 

200 
400 
800 

0.0318 
0.0663 

0.3315 
0.4937 

0.3990 
0.5313 

0.3564 
0.5160 

0.9 

50 
100 
200 

0.0892 
0.0264 

0.4669 
0.8923 

0.4889 
0.9089 

0.6216 
1.1629 

100 
200 
400 

0.0554 
0.0180 

0.4487 
0.8768 

0.4532 
0.8944 

0.5667 
1.0891 

200 
400 
800 

0.0331 
0.0138 

0.4372 
0.8693 

0.4405 
0.8860 

0.5260 
1.0146 
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จากตารางที่ 8 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal and non-
sparse model  ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  พบว่า ค่ามัธยฐานของค่า MSE ของวิธีริดจ์มีค่าต่ า
ที่สุด ต่อมาคือวิธี LASSO  เมื่อเปรียบเทียบวิธี Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO  ในกรณีที่ 
ที่   = 0.1, 0.3, และ 0.5 วิธี Relaxed LASSO มีค่ามัธยฐานของค่า MSE ต่ ากว่าวิธี Adaptive 
LASSO ทุกกรณี ยกเว้นกรณีที่   = 0.1, n = 50 และ p = 200,   = 0.3, n = 50 และ p = 100 
และ   = 0.5, n = 50 และ p = 200 ส่วนในกรณีที่   = 0.9 ในทุกกรณีของค่า n และ p วิธี 
Adaptive LASSO มีค่ามัธยฐานของค่า MSE ต่ ากว่าวิธี Relaxed LASSO 

 

ความถูกต้องในการคัดเลือกตัวแปรอิสระ 
 

ความถูกต้องในการคัดเลือกตัวแปรอิสระ วัดจากจ านวนของตัวแปรอิสระที่เกิดความ

ผิดพลาดในการคัดเลือกตัวแปรอิสระวิธี LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO โดย

เฉลี่ยจากการจ าลอง 500 รอบ, ค่าร้อยละของ IC1 และ IC2 เมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปรอิสระในตัว

แบบ  และจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ยจากการจ าลอง 500 รอบ  ซึ่งผลการวิจัย

แบ่งออกเป็น 4 กรณี คือ  1) ตัวแบบถดถอยพหุคูณ partial orthogonal sparse model  2) ตัว

แบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal sparse model  3) ตัวแบบถดถอยพหุคูณ grouping 

structure sparse model และ 4)  ตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal and non-sparse 

model ซึ่งมีรายละเอียดดังนี้  
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กรณีที่ 1 ตัวแบบถดถอยบางเบาที่เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระเป็นเชิงตั้งฉากบางส่วน  
ตารางท่ี 9 ค่าเฉลี่ยของ IC1  (Mean_IC1)  และค่าร้อยละของ IC1 เมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปรอิสระ
ในตัวแบบ (%IC1)  ของการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO, Adaptive LASSO และ 
Relaxed LASSO กรณี partial orthogonal sparse model 

  n p LASSO Adaptive LASSO Relaxed LASSO 
Mean_IC1 %IC1 Mean_IC1 %IC1 Mean_IC1 %IC1 

 
 

0.1 
 

50 100 
200 

2.000 
3.876 

13.333 
25.840 

2.992 
4.990 

19.947 
33.267 

3.262 
5.442 

211.747 
36.280 

100 200 
400 

0.492 
1.074 

3.280 
7.160 

1.394 
2.368 

9.293 
15.787 

2.370 
3.032 

15.800 
20.213 

200 400 
800 

0.014 
0.054 

0.093 
0.360 

0.714 
1.162 

4.760 
7.747 

0.914 
1.442 

6.093 
9.613 

 
 

0.3 
 

50 100 
200 

1.334 
2.422 

8.893 
16.147 

2.090 
3.332 

13.933 
22.213 

2.552 
3.766 

17.013 
25.107 

100 200 
400 

0.266 
0.508 

1.773 
3.387 

0.980 
1.632 

6.533 
10.880 

1.542 
2.254 

10.280 
15.027 

200 400 
800 

0.012 
0.020 

0.080 
0.133 

0.456 
0.656 

3.040 
4.373 

0.428 
0.642 

2.853 
4.280 

 
 

0.5 

50 100 
200 

1.050 
1.504 

7.000 
10.027 

1.624 
2.286 

10.827 
15.240 

2.142 
2.714 

14.280 
18.093 

100 200 
400 

0.218 
0.330 

1.453 
2.200 

0.682 
1.044 

4.547 
6.960 

1.178 
1.490 

7.853 
9.933 

200 400 
800 

0.010 
0.028 

0.067 
0.187 

0.240 
0.386 

1.600 
2.573 

0.358 
0.438 

2.387 
2.920 

 
 

0.7 

50 100 
200 

1.138 
1.224 

7.587 
8.160 

1.272 
1.534 

8.480 
10.227 

1.998 
2.270 

13.320 
15.133 

100 200 
400 

0.336 
0.382 

2.240 
2.547 

0.420 
0.534 

2.800 
3.560 

1.068 
1.278 

7.120 
8.520 

200 400 
800 

0.050 
0.062 

0.333 
0.413 

0.046 
0.104 

0.307 
0.693 

0.342 
0.444 

2.280 
2.960 

 
 

0.9 

50 100 
200 

2.000 
1.890 

13.333 
12.600 

1.184 
1.602 

7.893 
10.680 

2.436 
2.610 

16.240 
17.400 

100 200 
400 

1.030 
1.068 

6.867 
7.120 

0.578 
0.844 

3.853 
5.627 

1.520 
1.586 

10.133 
10.573 

200 400 
800 

0.452 
0.484 

3.013 
3.227 

0.276 
0.370 

1.840 
2.467 

0.814 
0.926 

5.427 
6.173 
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จากตารางที่ 9 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ partial orthogonal sparse 
model ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  พบว่า จ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระที่เกิดความผิดพลาดใน
การคัดเลือกตัวแปรอิสระ  ซึ่งเมื่อก าหนดให้พารามิเตอร์มีค่าไม่เท่ากับศูนย์ แต่ตัวประมาณ
สัมประสิทธิ์การถดถอยที่ได้มีค่าเป็นศูนย์ (IC1) และค่าร้อยละของ IC1 เมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปร
อิสระในตัวแบบของวิธี LASSO มีค่าต่ าที่สุด ยกเว้นกรณีที่   = 0.7,  n = 200 และ p = 400 และ   
= 0.9  และจ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระและค่าร้อยละของการเกิด IC1 ของวิธี Relaxed LASSO มี
ค่าสูงสุดทุกกรณี 
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ตารางท่ี 10 ค่าเฉลี่ยของ IC2  (Mean_IC2)  และค่าร้อยละของ IC2 เมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปร
อิสระในตัวแบบ (%IC2)  ของการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีLASSO, Adaptive LASSO 
และ Relaxed LASSO กรณี partial orthogonal sparse model 

  n p LASSO Adaptive LASSO Relaxed LASSO 
Mean_IC2 %IC2 Mean_IC2 %IC2 Mean_IC2 %IC2 

 
0.1 

 

50 
100 
200 

25.644 
26.768 

30.169 
14.469 

23.708 
22.384 

27.892 
12.099 

12.960 
13.652 

15.247 
7.379 

100 
200 
400 

48.414 
51.144 

26.170 
13.284 

44.900 
42.866 

24.270 
11.134 

7.576 
9.566 

4.095 
2.485 

200 
400 
800 

81.462 
83.436 

21.159 
10.629 

67.662 
58.188 

17.575 
7.412 

4.406 
4.618 

1.144 
0.588 

 
0.3 

 

50 
100 
200 

24.474 
25.896 

28.793 
13.998 

23.280 
23.340 

27.388 
12.616 

9.072 
10.896 

10.673 
5.890 

100 
200 
400 

45.180 
47.634 

24.422 
12.372 

40.964 
39.034 

22.143 
10.139 

4.684 
4.754 

2.532 
1.235 

200 
400 
800 

76.536 
72.882 

19.879 
9.284 

62.936 
54.992 

16.347 
7.005 

1.798 
1.704 

0.467 
0.217 

0.5 

50 
100 
200 

22.608 
23.704 

26.598 
12.813 

21.778 
21.064 

25.621 
11.386 

5.456 
6.484 

6.419 
3.505 

100 
200 
400 

42.760 
40.900 

23.114 
10.623 

38.278 
35.150 

20.691 
9.130 

2.344 
2.370 

1.267 
0.616 

200 
400 
800 

74.742 
66.658 

19.414 
8.491 

60.152 
51.172 

15.624 
6.519 

0.534 
0.610 

0.139 
0.078 

0.7 

50 
100 
200 

21.574 
20.768 

25.381 
11.226 

20.654 
19.018 

24.299 
10.280 

2.806 
2.710 

3.301 
1.465 

100 
200 
400 

42.256 
36.792 

22.841 
9.556 

35.564 
31.620 

19.224 
8.213 

1.016 
0.986 

0.549 
0.256 

200 
400 
800 

77.508 
64.480 

20.132 
8.214 

56.832 
46.612 

14.762 
5.938 

0.452 
0.552 

0.117 
0.070 

0.9 

50 
100 
200 

21.826 
20.062 

25.678 
10.844 

18.308 
17.966 

21.539 
9.711 

2.126 
1.724 

2.501 
0.932 

100 
200 
400 

42.356 
39.260 

22.895 
10.197 

29.256 
28.200 

15.814 
7.325 

1.318 
1.392 

0.712 
0.362 

200 
400 
800 

77.262 
71.434 

20.068 
9.100 

45.206 
39.416 

11.742 
5.021 

0.840 
0.956 

0.218 
0.122 
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จากตารางที่ 10 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ partial orthogonal sparse 
model ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  พบว่า จ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระที่เกิดความผิดพลาดใน
การคัดเลือกตัวแปรอิสระ  ซึ่งเมื่อก าหนดให้พารามิเตอร์มีค่าเท่ากับศูนย์ แต่ตัวประมาณสัมประสิทธิ์
การถดถอยที่ได้มีค่าไม่เป็นศูนย์ (IC2) และค่าร้อยละของ IC2 เมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปรอิสระในตัว
แบบของวิธี Relaxed LASSO มีค่าต่ าที่สุดในทุกๆ กรณี และจ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระและค่า
ร้อยละของการเกิด IC2 ของวิธี LASSO มีค่าสูงสุดทุกกรณี  
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ตารางท่ี 11 ค่าเฉลี่ยของจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอย (Mean_covariate) ของการ
ประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO กรณี 
partial orthogonal sparse model 

  n p Mean_Covariate 
LASSO Adaptive 

LASSO 
Relaxed 
LASSO 

0.1 

50 
100 
200 

38.644 
37.892 

35.716 
32.394 

24.698 
23.210 

100 
200 
400 

62.922 
65.070 

58.506 
55.498 

20.206 
21.534 

200 
400 
800 

96.448 
98.382 

81.948 
72.026 

18.492 
18.176 

0.3 

50 
100 
200 

38.140 
38.474 

36.190 
35.008 

21.520 
22.130 

100 
200 
400 

59.914 
62.126 

54.984 
52.402 

18.142 
17.500 

200 
400 
800 

91.524 
87.862 

77.480 
69.336 

16.370 
16.062 

0.5 

50 
100 
200 

36.558 
37.200 

35.154 
33.778 

18.314 
18.770 

100 
200 
400 

57.542 
55.570 

52.596 
49.106 

16.166 
15.880 

200 
400 
800 

89.732 
81.630 

74.912 
65.786 

15.176 
15.172 

0.7 

50 
100 
200 

35.436 
34.544 

34.382 
32.484 

15.808 
15.440 

100 
200 
400 

56.920 
51.410 

50.144 
46.086 

14.948 
14.708 

200 
400 
800 

92.458 
79.418 

71.786 
61.508 

15.110 
15.108 

0.9 

50 
100 
200 

34.826 
33.172 

32.124 
31.364 

14.690 
14.114 

100 
200 
400 

56.326 
53.192 

43.678 
42.356 

14.798 
14.806 

200 
400 
800 

91.810 
85.950 

59.930 
54.046 

15.026 
15.030 
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จากตารางที่ 11 จะเห็นได้ว่า เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ partial orthogonal sparse 
model ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  พบว่า จ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ยของวิธี 
Relaxed LASSO มีค่าน้อยที่สุดซึ่งใกล้เคียงกับจ านวนตัวแปรอิสระที่ก าหนดในตัวแบบจริงเท่ากับ 15 
ตัว  เมื่อเปรียบเทียบวิธี LASSO และวิธี Adaptive LASSO พบว่าวิธี LASSO มีจ านวนตัวแปรอิสระ
ในสมการถดถอยโดยเฉลี่ยมากกว่าวิธี Adaptive LASSO และท้ังสองวิธีมีจ านวนตัวแปรอิสระใน
สมการถดถอยโดยเฉลี่ยจ านวนมาก  
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กรณีที่ 2 ตัวแบบถดถอยบางเบาที่เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระไม่เป็นเชิงตั้งฉาก 
 

ตารางท่ี 12 ค่าเฉลี่ยของ IC1  (Mean_IC1)  และค่าร้อยละของ IC1 เมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปร
อิสระในตัวแบบ (%IC1)  ของการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO, Adaptive LASSO 
และ Relaxed LASSO กรณี non-orthogonal sparse model 

  n p LASSO Adaptive LASSO Relaxed LASSO 
Mean_IC1 %IC1 Mean_IC1 %IC1 Mean_IC1 %IC1 

 
0.1 

 

50 100 
200 

2.084 
3.932 

13.893 
26.213 

3.184 
4.884 

21.227 
32.560 

3.514 
5.510 

23.427 
36.733 

100 200 
400 

0.470 
1.036 

3.133 
6.907 

1.434 
2.388 

9.560 
15.920 

2.422 
3.078 

16.147 
20.520 

200 400 
800 

0.006 
0.050 

0.040 
0.333 

0.744 
1.158 

4.960 
7.720 

0.872 
1.352 

5.813 
9.013 

 
0.3 

 

50 100 
200 

1.406 
2.358 

9.373 
15.720 

2.106 
3.294 

14.040 
21.960 

2.640 
3.812 

17.600 
25.413 

100 200 
400 

0.234 
0.508 

1.560 
3.387 

0.976 
1.522 

6.507 
10.147 

1.552 
2.092 

10.347 
13.947 

200 400 
800 

0.008 
0.008 

0.053 
0.053 

0.420 
0.672 

2.800 
4.480 

0.390 
0.622 

2.600 
4.147 

0.5 

50 100 
200 

1.082 
1.554 

7.213 
10.360 

1.560 
2.298 

10.400 
15.320 

2.134 
2.756 

14.227 
18.373 

100 200 
400 

0.252 
0.328 

1.680 
2.187 

0.760 
1.010 

5.067 
6.733 

1.224 
1.426 

8.160 
9.507 

200 400 
800 

0.026 
0.018 

0.173 
0.120 

0.214 
0.354 

1.427 
2.360 

0.330 
0.454 

2.200 
3.027 

0.7 

50 100 
200 

1.140 
1.366 

7.600 
9.107 

1.310 
1.670 

8.733 
11.133 

2.022 
2.384 

13.480 
15.893 

100 200 
400 

0.438 
0.456 

2.920 
3.040 

0.508 
0.658 

3.387 
4.387 

1.216 
1.312 

8.107 
8.747 

200 400 
800 

0.060 
0.062 

0.400 
0.413 

0.058 
0.136 

0.387 
0.907 

0.338 
0.410 

2.253 
2.733 

0.9 

50 100 
200 

2.248 
2.092 

14.987 
13.947 

1.352 
1.714 

9.013 
11.427 

2.572 
2.752 

17.147 
18.347 

100 200 
400 

1.252 
1.156 

8.347 
7.707 

0.708 
0.960 

4.720 
6.400 

1.552 
1.656 

10.347 
11.040 

200 400 
800 

0.612 
0.542 

4.080 
3.613 

0.344 
0.388 

2.293 
2.587 

0.864 
0.898 

5.760 
5.987 
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จากตารางที่ 12 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal sparse 
model ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  พบว่า จ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระที่เกิดความผิดพลาดใน
การคัดเลือกตัวแปรอิสระ  ซึ่งเมื่อก าหนดให้พารามิเตอร์มีค่าไม่เท่ากับศูนย์ แต่ตัวประมาณ
สัมประสิทธิ์การถดถอยที่ได้มีค่าเป็นศูนย์ (IC1) และค่าร้อยละของ IC1 เมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปร
อิสระในตัวแบบของวิธี LASSO มีค่าต่ าที่สุด ยกเว้นกรณีที่   = 0.7,  n = 200 และ p = 400 และ   
= 0.9  และจ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระและค่าร้อยละของการเกิด IC1 ของวิธี Relaxed LASSO มี
ค่าสูงสุดทุกกรณี 
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ตารางท่ี 13 ค่าเฉลี่ยของ IC2  (Mean_IC2)  และค่าร้อยละของ IC2 เมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปร
อิสระในตัวแบบ (%IC2)  ของการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO, Adaptive LASSO 
และ Relaxed LASSO กรณี non-orthogonal sparse model 

  n p LASSO Adaptive LASSO Relaxed LASSO 
Mean_IC2 %IC2 Mean_IC2 %IC2 Mean_IC2 %IC2 

 
0.1 

 

50 
100 
200 

25.584 
25.716 

30.099 
13.901 

22.638 
22.640 

26.633 
12.238 

12.350 
12.976 

14.529 
7.014 

100 
200 
400 

48.824 
51.272 

26.391 
13.317 

44.704 
42.542 

24.164 
11.050 

7.718 
10.046 

4.172 
2.609 

200 
400 
800 

82.166 
81.686 

21.342 
10.406 

66.174 
59.290 

17.188 
7.553 

4.556 
5.624 

1.183 
0.716 

 
0.3 

 

50 
100 
200 

24.390 
25.762 

28.694 
13.925 

23.650 
22.670 

27.824 
12.254 

9.128 
10.496 

10.739 
5.674 

100 
200 
400 

45.150 
46.814 

24.405 
12.159 

40.850 
37.852 

22.081 
9.832 

4.678 
5.610 

2.529 
1.457 

200 
400 
800 

76.504 
73.610 

19.871 
9.377 

62.580 
54.402 

16.255 
6.930 

1.862 
2.036 

0.484 
0.259 

0.5 

50 
100 
200 

22.666 
23.432 

26.666 
12.666 

22.020 
20.960 

25.906 
11.330 

5.552 
6.582 

6.532 
3.558 

100 
200 
400 

42.358 
41.170 

22.896 
10.694 

39.326 
34.290 

21.257 
8.906 

2.234 
2.512 

1.208 
0.652 

200 
400 
800 

75.552 
65.344 

19.624 
8.324 

59.542 
50.488 

15.465 
6.432 

0.696 
0.536 

0.181 
0.068 

0.7 

50 
100 
200 

21.968 
20.630 

25.845 
11.151 

20.770 
19.288 

24.435 
10.426 

2.914 
3.514 

3.428 
1.899 

100 
200 
400 

42.604 
37.662 

23.029 
9.782 

35.372 
32.136 

19.120 
8.347 

1.418 
1.356 

0.766 
0.352 

200 
400 
800 

77.552 
64.054 

20.143 
8.160 

56.996 
46.680 

14.804 
5.946 

0.576 
0.884 

0.150 
0.113 

0.9 

50 
100 
200 

22.380 
20.216 

26.329 
10.928 

18.666 
18.032 

21.960 
9.747 

2.472 
2.186 

2.908 
1.182 

100 
200 
400 

42.498 
39.118 

22.972 
10.161 

31.062 
28.792 

16.790 
7.478 

1.534 
1.584 

0.829 
0.411 

200 
400 
800 

76.818 
71.756 

19.953 
9.141 

0.344 
41.030 

0.089 
5.227 

1.380 
1.066 

0.358 
0.136 
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จากตารางที่ 13 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal sparse 
model ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  พบว่า จ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระที่เกิดความผิดพลาดใน
การคัดเลือกตัวแปรอิสระ  ซึ่งเมื่อก าหนดให้พารามิเตอร์มีค่าเท่ากับศูนย์ แต่ตัวประมาณสัมประสิทธิ์
การถดถอยที่ได้มีค่าไม่เป็นศูนย์ (IC2) และค่าร้อยละของ IC2 เมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปรอิสระในตัว
แบบของวิธี Relaxed LASSO มีค่าต่ าที่สุดยกเว้นกรณีที่   = 0.9,  n = 200 และ p = 400  และ
จ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระและค่าร้อยละของการเกิด IC2 ของวิธี LASSO มีค่าสูงสุดทุกกรณี  
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ตารางท่ี 14 ค่าเฉลี่ยของจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอย (Mean_Covariate)  ของการ
ประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO กรณี 
non-orthogonal sparse model 

  n p Mean_Covariate 
LASSO Adaptive 

LASSO 
Relaxed 
LASSO 

0.1 

50 
100 
200 

38.500 
36.784 

34.454 
32.756 

23.836 
22.466 

100 
200 
400 

63.354 
65.236 

58.270 
55.154 

20.296 
21.968 

200 
400 
800 

97.160 
96.636 

80.430 
73.132 

18.684 
19.272 

0.3 

50 
100 
200 

37.984 
38.404 

36.544 
34.376 

21.488 
21.684 

100 
200 
400 

59.916 
61.306 

54.874 
51.330 

18.126 
18.518 

200 
400 
800 

91.496 
88.602 

77.160 
68.730 

16.472 
16.414 

0.5 

50 
100 
200 

36.584 
36.878 

35.460 
33.662 

18.418 
18.826 

100 
200 
400 

57.106 
55.842 

53.566 
48.280 

16.010 
16.086 

200 
400 
800 

90.526 
80.326 

74.328 
65.134 

15.366 
15.082 

0.7 

50 
100 
200 

35.828 
34.264 

34.460 
32.618 

15.892 
16.130 

100 
200 
400 

57.166 
52.206 

49.864 
46.478 

15.202 
15.044 

200 
400 
800 

92.492 
78.992 

71.938 
61.544 

15.238 
15.474 

0.9 

50 
100 
200 

35.132 
33.124 

32.314 
31.318 

14.900 
14.434 

100 
200 
400 

56.246 
52.962 

45.354 
42.832 

14.982 
14.928 

200 
400 
800 

91.206 
86.214 

15.000 
55.642 

15.516 
15.168 
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จากตารางที่ 14 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal sparse 
model ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  พบว่า จ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ยของวิธี 
Relaxed LASSO มีค่าน้อยที่สุดซึ่งใกล้เคียงกับ 15 มากที่สุด เมื่อเปรียบเทียบวิธี LASSO และวิธี 
Adaptive LASSO พบว่าวิธี LASSO มีจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ยมากกว่าวิธ ี
Adaptive LASSO และท้ังสองวิธีมีจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ยจ านวนมาก 

 

กรณีที่ 3 ตัวแบบถดถอยบางเบาที่ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระมีโครงสร้างแบบแบ่งกลุ่ม 
 

ตารางท่ี 15 ค่าเฉลี่ยของ IC1  (Mean_IC1)  และค่าร้อยละของ IC1 เมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปร
อิสระในตัวแบบ (%IC1)  ของการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO, Adaptive LASSO 
และ Relaxed LASSO กรณี grouping structure sparse model 

n p LASSO Adaptive LASSO Relaxed LASSO 
Mean_IC1 %IC1 Mean_IC1 %IC1 Mean_IC1 %IC1 

50 
100 
200 

11.072 
11.066 

73.813 
73.773 

11.116 
11.078 

74.107 
73.853 

11.264 
11.294 

75.093 
75.293 

100 
200 
400 

10.556 
10.542 

70.373 
70.280 

10.562 
10.46 

70.413 
69.733 

11.016 
11.002 

73.440 
73.347 

200 
400 
800 

9.834 
9.762 

65.560 
65.080 

9.792 
9.758 

65.280 
65.053 

10.7 
10.752 

71.333 
71.680 

 

จากตารางที่ 15 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ grouping structure sparse 
model เมื่อ  เมื่อ n = 50 ในทุกๆ p และ n = 100, p = 200 พบว่า จ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระ
ที่เกิดความผิดพลาดในการคัดเลือกตัวแปรอิสระ  ซึ่งเมื่อก าหนดให้พารามิเตอร์มีค่าไม่เท่ากับศูนย์ แต่
ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยที่ได้มีค่าเป็นศูนย์ (IC1) และค่าร้อยละของ IC1 เมื่อเทียบกับ
จ านวนตัวแปรอิสระในตัวแบบของวิธี LASSO มีค่าต่ าที่สุด แต่เมื่อ n = 100, p = 400 และ n = 
200 ทุก p  พบว่า  วิธี Adaptive LASSO มีจ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระและค่าร้อยละของการเกิด 
IC1 มีค่าต่ าที่สุด  และในทุกกรณีของค่า n และ p  พบว่า จ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระและค่าร้อย
ละของการเกิด IC1 ของวิธี Relaxed LASSO มีค่าสูงสุด 



  

 

92 

ตารางท่ี 16 ค่าเฉลี่ยของ IC2  (Mean_IC2)  และค่าร้อยละของ IC2 เมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปร
อิสระในตัวแบบ (%IC2)  ของการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO, Adaptive LASSO 
และ Relaxed LASSO กรณี grouping structure sparse model 

n p LASSO Adaptive LASSO Relaxed LASSO 
Mean_IC2 %IC2 Mean_IC2 %IC2 Mean_IC2 %IC2 

50 
100 
200 

24.504 
22.884 

28.828 
12.370 

25.926 
21.704 

30.501 
11.732 

1.028 
0.894 

1.209 
0.483 

100 
200 
400 

41.214 
36.562 

22.278 
9.497 

38.858 
32.584 

21.004 
8.463 

0.554 
0.56 

0.299 
0.145 

200 
400 
800 

69.52 
58.61 

18.057 
7.466 

53.35 
46.754 

13.857 
5.956 

0.576 
0.392 

0.150 
0.050 

 

จากตารางที่ 16 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ grouping structure sparse 
model ในทุกกรณีของค่า n และ p  พบว่า จ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระที่เกิดความผิดพลาดในการ
คัดเลือกตัวแปรอิสระ  ซึ่งเมื่อก าหนดให้พารามิเตอร์มีค่าเท่ากับศูนย์ แต่ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การ
ถดถอยที่ได้มีค่าไม่เป็นศูนย์ (IC2) และค่าร้อยละของ IC2 เมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปรอิสระในตัวแบบ
ของวิธี Relaxed LASSO มีค่าต่ าที่สุดทุกกรณี  และจ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระและค่าร้อยละของ
การเกิด IC2 ของวิธี LASSO มีค่าสูงสุด ยกเว้นกรณีที่ n = 50 และ p = 100   
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ตารางท่ี 17 ค่าเฉลี่ยของจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอย (Mean_Covariate)  ของวิธีการ
ประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยแบบ LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO กรณี 
grouping structure sparse model 

 
n 

 
p 

Mean_Covariate 
LASSO Adaptive 

LASSO 
Relaxed 
LASSO 

50 
100 
200 

28.432 
26.818 

29.810 
25.626 

4.764 
4.600 

100 
200 
400 

45.658 
41.020 

43.296 
37.124 

4.538 
4.558 

200 
400 
800 

74.686 
63.848 

58.558 
51.996 

4.876 
4.640 

 

จากตารางที่ 17 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ grouping structure sparse 
model ในทุกกรณีของค่า n และ p  พบว่า จ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ยของวิธี 
Relaxed LASSO มีค่าน้อยท่ีสุดซึ่งน้อยกว่าจ านวนตัวแปรอิสระในตัวแบบจริงที่ก าหนดเท่ากับ 15 ตัว 
ส่วนวิธี LASSO และวิธี Adaptive LASSO มีจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ยมากกว่า
ที่ก าหนด 
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กรณีที่ 4 ตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal and non-sparse model 
ตารางท่ี 18 ค่าเฉลี่ยของ IC1  (Mean_IC1)  และค่าร้อยละของ IC1 เมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปร
อิสระในตัวแบบ (%IC1)  ของการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO, Adaptive LASSO 
และ Relaxed LASSO กรณี non-orthogonal and non-sparse model 

  n p LASSO Adaptive LASSO Relaxed LASSO 
Mean_IC1 %IC1 Mean_IC1 %IC1 Mean_IC1 %IC1 

 
0.1 

 

50 100 
200 

73.842 
182.076 

73.842 
91.038 

76.404 
181.492 

76.404 
90.746 

80.922 
188.076 

80.922 
94.038 

100 200 
400 

138.178 
368.618 

69.089 
92.155 

146.090 
371.566 

73.045 
92.892 

152.786 
378.500 

76.393 
94.625 

200 400 
800 

269.506 
0.250 

67.377 
0.031 

288.808 
744.140 

72.202 
93.018 

295.072 
757.756 

73.768 
94.720 

 
0.3 

 

50 100 
200 

64.426 
175.514 

64.426 
87.757 

67.262 
175.472 

67.262 
87.736 

73.238 
181.964 

73.238 
90.982 

100 200 
400 

118.004 
347.668 

59.002 
86.917 

127.516 
347.622 

63.758 
86.906 

134.328 
359.648 

67.164 
89.912 

200 400 
800 

221.014 
689.374 

55.254 
86.172 

244.392 
697.210 

61.098 
87.151 

246.386 
711.786 

61.597 
88.973 

0.5 

50 100 
200 

55.132 
164.860 

55.132 
82.430 

58.764 
164.978 

58.764 
82.489 

65.976 
173.824 

65.976 
86.912 

100 200 
400 

105.620 
322.554 

52.810 
80.639 

113.214 
324.950 

56.607 
81.238 

120.768 
339.292 

60.384 
84.823 

200 400 
800 

204.520 
629.478 

51.130 
78.685 

219.980 
635.122 

54.995 
79.390 

227.904 
657.240 

56.976 
82.155 

0.7 

50 100 
200 

51.592 
154.384 

51.592 
77.192 

53.882 
156.514 

53.882 
78.257 

61.566 
165.792 

61.566 
82.896 

100 200 
400 

101.294 
303.888 

50.647 
75.972 

104.250 
308.170 

52.125 
77.043 

115.258 
320.242 

57.629 
80.061 

200 400 
800 

201.072 
603.518 

50.268 
75.440 

205.694 
610.180 

51.424 
76.273 

222.118 
628.294 

55.530 
78.537 

0.9 

50 100 
200 

51.098 
151.106 

51.098 
75.553 

51.300 
151.544 

51.300 
75.772 

59.640 
161.186 

59.640 
80.593 

100 200 
400 

101.000 
301.000 

50.500 
75.250 

101.064 
301.230 

50.532 
75.308 

114.530 
315.588 

57.265 
78.897 

200 
400 
800 

201.000 
601.000 

50.250 
75.125 

201.000 
601.090 

50.250 
75.136 

221.608 
622.524 

55.402 
77.816 
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จากตารางที่ 18 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal and non-
sparse model ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  พบว่า จ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระที่เกิดความ
ผิดพลาดในการคัดเลือกตัวแปรอิสระ  ซึ่งเมื่อก าหนดให้พารามิเตอร์มีค่าไม่เท่ากับศูนย์ แต่ตัว
ประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยที่ได้มีค่าเป็นศูนย์ (IC1) และค่าร้อยละของ IC1 เมื่อเทียบกับจ านวน
ตัวแปรอิสระในตัวแบบของวิธี LASSO มีค่าต่ าที่สุด ยกเว้นกรณีที่   = 0.7,  n = 50, p = 200 และ
กรณีท่ี   = 0.9, n = 50, p = 200 และ n = 100, p = 400  และจ านวนเฉลี่ยของตัวแปรอิสระและ
ค่าร้อยละของการเกิด IC1 ของวิธี Relaxed LASSO มีค่าสูงสุดทุกกรณ ี
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ตารางท่ี 19 ค่าเฉลี่ยของจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอย (Mean_Covariate)  ของวิธีการ
ประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยแบบ LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO กรณี 
non-orthogonal and non-sparse model 

  n p Mean_Covariate 
LASSO Adaptive 

LASSO 
Relaxed 
LASSO 

0.1 

50 
100 
200 

26.158 
17.924 

23.596 
18.508 

19.078 
11.924 

100 
200 
400 

61.822 
31.382 

53.910 
28.434 

47.214 
21.500 

200 
400 
800 

130.494 
799.750 

111.192 
55.860 

104.928 
42.244 

0.3 

50 
100 
200 

35.574 
24.486 

32.738 
24.528 

26.762 
18.036 

100 
200 
400 

81.996 
52.332 

72.484 
52.378 

65.672 
40.352 

200 
400 
800 

178.986 
110.626 

155.608 
102.790 

153.614 
88.214 

0.5 

50 
100 
200 

44.868 
35.140 

41.236 
35.022 

34.024 
26.176 

100 
200 
400 

94.380 
77.446 

86.786 
75.050 

79.232 
60.708 

200 
400 
800 

195.480 
170.522 

180.020 
164.878 

172.096 
142.760 

0.7 

50 
100 
200 

48.408 
45.616 

46.118 
43.486 

38.434 
34.208 

100 
200 
400 

98.706 
96.112 

95.750 
91.830 

84.742 
79.758 

200 
400 
800 

198.928 
196.482 

194.306 
189.820 

177.882 
171.706 

0.9 

50 
100 
200 

48.902 
48.894 

48.700 
48.456 

40.360 
38.814 

100 
200 
400 

99.000 
99.000 

98.936 
98.770 

85.470 
84.412 

200 
400 
800 

199.000 
199.000 

199.000 
198.910 

178.392 
177.476 
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จากตารางที่ 19 จะเห็นได้ว่า  เมื่อตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal and non-
sparse model เมื่อก าหนดให้ตัวแปรอิสระทุกตัวอยู่ในตัวแบบ  ในทุกกรณีของค่า  , n และ p  
พบว่า วิธี Relaxed LASSO มีจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ยน้อยที่สุด ต่อมาคือวิธี 
LASSO และวิธี Adaptive LASSO มีจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ยมากท่ีสุด ซึ่งทั้ง
สามวิธีมีจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ยน้อยกว่าจ านวนตัวแปรอิสระท่ีก าหนด 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

 

บทที่ 5 
 

สรุป อภิปรายผล และข้อเสนอแนะ 
 

งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงค์เพ่ืองานวิจัยนี้มีวัตถุประสงค์เพ่ือเปรียบเทียบประสิทธิภาพของ
วิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย 4 วิธี  ในกรณีที่ข้อมูลมีมิติสูง ได้แก่ วิธีริดจ์ ,  LASSO, 
Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO โดยพิจารณาจากความถูกต้องในการพยากรณ์ ความ
ถูกต้องในการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย  และความถูกต้องในการคัดเลือกตัวแปรอิสระเข้า
ในตัวแบบ ภายใต้ขอบเขตงานวิจัย โดยแบ่งเป็น 4 กรณี  คือ กรณีที่ 1 คือ ตัวแบบถดถอยบางเบาที่
เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระเป็นเชิงตั้งฉากบางส่วน และก าหนดให้ตัวแปรอิสระอยู่ในตัวแบบ
จ านวน 15 ตัว กรณีที่ 2 คือ ตัวแบบถดถอยบางเบาที่เมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระไม่เป็นเชิง
ตั้งฉาก และก าหนดให้ตัวแปรอิสระอยู่ในตัวแบบจ านวน 15 ตัว กรณีที่ 3 คือ ตัวแบบถดถอยบางเบา
ที่ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระมีโครงสร้างแบบแบ่งกลุ่ม และก าหนดให้ตัวแปรอิสระอยู่ในตัวแบบ
จ านวน 15 ตัว และกรณีที่ 4 คือ ตัวแบบถดถอยไม่บางเบาและเมทริกซ์สหสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ
ไม่เป็นเชิงตั้งฉาก และก าหนดให้ตัวแปรอิสระทุกตัวอยู่ในตัวแบบ โดยแต่ละกรณีจะท าการจ าลอง
ข้อมูลที่มีขนาดตัวอย่าง เท่ากับ 50, 100 และ 200  และจ านวนตัวแปรอิสระเป็น 2 เท่า และ 4 เท่า 
ของขนาดตัวอย่าง 
 

สรุปผลการวิจัย 
จากผลการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอยทั้ง 

4 วิธี ภายใต้ขอบเขตของงานวิจัย สามารถสรุปผลการวิจัยแบ่งเป็น 3 ประเด็น ดังนี้  
1. ประสิทธิภาพของการพยากรณ์  โดยใช้ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของ

ค่าพยากรณ์ (Med_PMSE)  เป็นเกณฑ์ในการเปรียบเทียบ  สามารถสรุปแยกตามรูปแบบ
ความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ ได้ดังนี้ 

กรณีตัวแบบถดถอยพหุคูณ partial orthogonal sparse model, non-orthogonal 
sparse model และ grouping structure sparse model  พบว่า  วิธี Relaxed LASSO มี
ประสิทธิภาพของการพยากรณ์สูงที่สุด  และวิธีริดจ์ต่ าที่สุด  เมื่อเปรียบเทียบวิธี LASSO และ 
Adaptive LASSO พบว่า  วิธี LASSO มีประสิทธิภาพของการพยากรณ์สูงกว่าวิธี Adaptive LASSO 
เมื่อตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์กันต่ า  ส่วนวิธี Adaptive LASSO มีประสิทธิภาพของการพยากรณ์
สูงกว่าวิธี LASSO เมื่อตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์กันสูง เมื่อพิจารณา  ความสัมพันธ์ระหว่างขนาด
ตัวอย่าง, จ านวนตัวแปรอิสระ, และค่า    กับค่ามัธยฐานของค่า PMSE พบว่า  เมื่อขนาดตัวอย่าง
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มากขึ้นและก าหนดให้จ านวนตัวแปรอิสระและค่า   คงที่ พบว่า ค่ามัธยฐานของ PMSE ของทุกวิธี
ลดลง  และเมื่อค่า    มีค่าสูงขึ้นและก าหนดให้ขนาดตัวอย่างและจ านวนตัวแปรอิสระคงที่ พบว่า 
ค่ามัธยฐานของ PMSE ของทุกวิธีลดลง 

กรณีที่ตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal and non-sparse model  พบว่า  วิธี
ริดจ์มีประสิทธิภาพของการพยากรณ์สูงที่สุด รองลงมาคือวิธี LASSO  เมื่อเปรียบเทียบวิธี Adaptive 
LASSO และ Relaxed LASSO พบว่า  วิธี Adaptive LASSO มีประสิทธิภาพของการพยากรณ์สูง
กว่าวิธี Relaxed LASSO เมื่อตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์กันสูง เมื่อพิจารณา  ความสัมพันธ์ระหว่าง
ขนาดตัวอย่าง, จ านวนตัวแปรอิสระ, และค่า    กับค่ามัธยฐานของค่า PMSE พบว่า  เมื่อขนาด
ตัวอย่างสูงขึ้นและก าหนดจ านวนตัวแปรอิสระและค่า   คงที่และเมื่อจ านวนตัวแปรอิสระมากขึ้น 
และค่า   คงท่ี พบว่า ค่ามัธยฐานของ PMSE ของทุกวิธีเพ่ิมข้ึน   

 
2. ประสิทธิภาพของการประมาณ  โดยใช้ค่ามัธยฐานของค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของ

ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย (Median_MSE)  เป็นเกณฑ์ในการเปรียบเทียบ  สามารถสรุป
แยกตามรูปแบบความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ ได้ดังนี้ 

กรณีตัวแบบถดถอยพหุคูณ partial orthogonal sparse model และ non-orthogonal 
sparse model พบว่า  วิธี Relaxed LASSO มีประสิทธิภาพของการประมาณสูงที่สุด  ตามด้วยวิธี 
LASSO, Adaptive LASSO  และวิธีริดจ์มีประสิทธิภาพของการประมาณต่ าที่สุด  เมื่อพิจารณา  
ความสัมพันธ์ระหว่างขนาดตัวอย่าง, จ านวนตัวแปรอิสระ, และค่า    กับค่ามัธยฐานของค่า MSE 
พบว่า  เมื่อขนาดตัวอย่างสูงขึ้นและก าหนดจ านวนตัวแปรอิสระค่า    คงที่ และเมื่อจ านวนตัวแปร
อิสระเพ่ิมมากขึ้นและก าหนดขนาดตัวอย่างและค่า   คงที่ พบว่า ค่ามัธยฐานของ MSE ของทุกวิธี
ลดลง และเมื่อค่า    มีค่าสูงขึ้นและขนาดตัวอย่างและจ านวนตัวแปรอิสระคงที่ ค่ามัธยฐานของ MSE 
ของทุกวิธีลดลง ยกเว้นตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์กันสูง   

กรณีตัวแบบถดถอยพหุคูณ grouping structure sparse model และ non-
orthogonal and non-sparse model  พบว่า  วิธีริดจ์มีประสิทธิภาพของการประมาณสูงที่สุด  
ตามด้วยวิธี LASSO เมื่อเปรียบเทียบวิธี Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO พบว่า  วิธี 
Relaxed LASSO มีประสิทธิภาพของการประมาณสูงกว่าวิธี Adaptive LASSO เมื่อตัวแปรอิสระมี
ความสัมพันธ์กันต่ า ส่วนวิธี Adaptive LASSO มีประสิทธิภาพของการประมาณสูงกว่าวิธี Relaxed 
LASSO เมื่อตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์กันสูง เมื่อพิจารณา  ความสัมพันธ์ระหว่างขนาดตัวอย่าง , 
จ านวนตัวแปรอิสระ, และค่า    กับค่ามัธยฐานของค่า MSE พบว่า  เมื่อขนาดตัวอย่างเพ่ิมมากขึ้น
และก าหนดจ านวนตัวแปรอิสระและค่า    คงที่  ค่ามัธยฐานของ MSE ของทุกวิธีลดลง แต่เมื่อ
จ านวนตัวแปรอิสระเพ่ิมขึ้นและก าหนดขนาดตัวอย่างและค่า    คงที่ พบว่า ค่ามัธยฐานของ MSE 
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ของทุกวิธีเพ่ิมขึ้น และเมื่อค่า    มีค่าสูงขึ้น  ค่ามัธยฐานของ MSE ของทุกวิธีลดลง ยกเว้นที่ตัวแปร
อิสระมีความสัมพันธ์กันสูง 

 
3. ความผิดพลาดของการคัดเลือกตัวแปรอิสระเข้าสู่ตัวแบบ  โดยใช้ค่าเฉลี่ยของจ านวนของ

ตัวแปรอิสระที่เกิดความผิดพลาดของการคัดเลือกตัวแปรอิสระ (Mean_IC) ค่าร้อยละของความ
ผิดพลาดของการคัดเลือกตัวแปรอิสระเมื่อเทียบกับจ านวนตัวแปรอิสระในตัวแบบ (%IC)  และ
จ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ย (Mean_Covariate) เป็นเกณฑ์ในการเปรียบเทียบ 
สามารถสรุปแยกตามรูปแบบความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระ ได้ดังนี้ 

กรณีตัวแบบถดถอยพหุคูณ partial orthogonal sparse model, non-orthogonal 
sparse model และ grouping structure sparse model เนื่องจาก ตัวประมาณสัมประสิทธิ์การ
ถดถอยวิธีริดจ์เป็นตัวประมาณที่ให้ค่าประมาณทุกตัวมีค่าเข้าใกล้ศูนย์แต่ไม่เท่ากับศูนย์ จึงท าให้ 
ความผิดพลาดของการคัดเลือกตัวแปรอิสระแบบที่ 1 คือ เมื่อก าหนดให้ตัวแปรอิสระอยู่ในตัวแบบ 
แต่ตัวแปรอิสระนั้นไม่ถูกคัดเลือกเข้าสู่ตัวแบบ (IC1) มีความผิดพลาด 0% หรือไม่มีความผิดพลาดของ
การคัดเลือกตัวแปรอิสระ แต่เกิดความผิดพลาดของการคัดเลือกตัวแปรอิสระแบบที่ 2 คือ ก าหนดให้
ตัวแปรอิสระไม่อยู่ในตัวแบบ แต่ตัวแปรอิสระนั้นถูกคัดเลือกเข้าสู่ตัวแบบ (IC2) มีความผิดพลาด 
100% ดังนั้น จึงพิจารณาความผิดพลาดของการคัดเลือกตัวแปรอิสระเฉพาะวิธี LASSO, Adaptive 
LASSO และ Relaxed LASSO เท่านั้น เมื่อพิจารณาความผิดพลาดแบบ IC1 พบว่า ทั้งสามวิธี คือ 
LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO มีความผิดพลาดแบบ IC1 ใกล้เคียงกัน แต่เมื่อ
พิจารณาความผิดพลาดแบบ IC2 พบว่า วิธี Relaxed LASSO มีความผิดพลาดน้อยที่สุด แต่อย่างไรก็
ตาม เมื่อพิจารณาจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ย พบว่า วิธี Relaxed LASSO มี
จ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ยใกล้เคียงกับตัวแบบจริงมากที่สุด เมื่อเปรียบเทียบวิธี 
LASSO และวิธี Adaptive LASSO พบว่าวิธี LASSO มีจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดย
เฉลี่ยมากกว่าวิธี Adaptive LASSO และทั้งสองวิธีมีจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ย
จ านวนมาก  

กรณีตัวแบบถดถอยพหุคูณ non-orthogonal and non-sparse model เนื่องจาก 
ก าหนดให้   ตัวแปรอิสระทุกตัวอยู่ในตัวแบบ จึงพิจารณาเฉพาะความผิดพลาดของการคัดเลือกตัว
แปรอิสระแบบ IC1 เท่านั้น และในท านองเดียวกัน วิธีริดจ์ไม่เกิดความผิดพลาดในการคัดเลือกตัวแปร
อิสระ เมื่อเปรียบเทียบความผิดพลาดของการคัดเลือกตัวแปรอิสระวิธี LASSO, Adaptive LASSO 
และ Relaxed LASSO พบว่า   วิธี LASSO มีความผิดพลาดของการคัดเลือกตัวแปรอิสระแบบ IC1 
น้อยที่สุด และวิธี Relaxed LASSO มีความผิดพลาดของการคัดเลือกตัวแปรอิสระแบบ IC1 มากที่สุด 
แต่อย่างไรก็ตาม เมื่อพิจารณาจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ย เมื่อก าหนดให้ตัวแปร
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อิสระทุกตัวอยู่ในตัวแบบ  พบว่า วิธี Relaxed LASSO มีจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดย
เฉลี่ยน้อยที่สุด ต่อมาคือวิธี LASSO และวิธี Adaptive LASSO มีจ านวนตัวแปรอิสระในสมการ
ถดถอยโดยเฉลี่ยมากที่สุด ซึ่งทั้งสามวิธีมีจ านวนตัวแปรอิสระในสมการถดถอยโดยเฉลี่ยน้อยกว่า
จ านวนตัวแปรอิสระท่ีก าหนด 

จากข้างต้น สามารถสรุปประสิทธิภาพของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์ , 
LASSO, Adaptive LASSO และ Relaxed LASSO ภายใต้ขอบเขตงานวิจัย ดังนี้ 

 

ตารางท่ี 20 เปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการประมาณ จ าแนกตามตัวแบบการถดถอยพหุคูณ 

กรณี 
ประสิทธิภาพของ 

การพยากรณ์ 
ประสิทธิภาพของ 

การประมาณ 
ความผิดพลาดในการ 
คัดเลือกตัวแปรอิสระ 

partial orthogonal 
sparse model 

- วิธี Relaxed LASSO  
มีประสิทธิภาพสูงที่สดุ 
- วิธีริดจ์มีระสิทธิภาพต่ า
ที่สุด 
- วิธี Adaptive LASSO  
มีประสิทธิภาพสูงกว่าวิธี 
LASSO เมื่อตัวแปรอสิระ
มีความสมัพันธ์สูง 

วิธี Relaxed LASSO  
มีประสิทธิภาพสูงที่สดุ   
ต่อมาคือ วิธี LASSO,  
Adaptive LASSO   
และวิธีรดิจ ์

- วิธี LASSO มีความ
ผิดพลาดแบบ IC1 น้อย
ที่สุด แต่มีความผดิพลาด
แบบ IC2 มากที่สุด 
- วิธี Relaxed LASSO มี
ความผิดพลาดแบบ IC2 
น้อยที่สุด แต่มคีวาม
ผิดพลาดแบบ IC1 มาก
ที่สุด 

non-orthogonal  
sparse model 

grouping structure 
sparse model 

- วิธีริดจ์มีประสิทธิภาพสูง
ที่สุดต่อมาคือวิธี LASSO   
- ส่วนวิธี Adaptive 
LASSO มีประสิทธิภาพสูง
กว่าวิธีRelaxed LASSO 
เมื่อตัวแปรอสิระมี
ความสัมพันธ์สูง non-orthogonal and 

non-sparse model 

- วิธีริดจ์มีประสิทธิภาพสูง
ที่สุด ต่อมาคือวิธี LASSO   
- ส่ ว น วิ ธี  Adaptive 
LASSO มีประสิทธิภาพสูง
กว่าวิธีRelaxed LASSO 
เ มื่ อ ตั ว แ ป ร อิ ส ร ะ มี
ความสัมพันธ์กันสูง 

- วิธี LASSO มีความ
ผิดพลาดแบบ IC1 น้อย
ที่สุด 
- วิธี Relaxed LASSO มี
ความผิดพลาดแบบ IC1 
มากที่สุด 
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อภิปรายผลการวิจัย 
ในกรณีข้อมูลมีมิติสูงแบบบางเบา (high-dimensional sparse data) พบว่า  วิธี 

Relaxed LASSO มีประสิทธิภาพของการพยากรณ์และประสิทธิภาพของการประมาณสูงที่สุด 
เนื่องจากวิธี Relaxed LASSO แบ่งการควบคุมอิทธิพลของการคัดเลือกตัวแบบและการหดลงของตัว
ประมาณของค่าพารามิเตอร์ด้วยพารามิเตอร์ 2 ตัว  และวิธีริดจ์มีประสิทธิภาพต่ าที่สุดเนื่องจาก ตัว
ประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์เป็นตัวประมาณท่ีให้ค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยทุกตัว
มีค่าเข้าใกล้ศูนย์แต่ไม่เท่ากับศูนย์ และเมื่อก าหนดให้ค่าพารามิเตอร์เป็นศูนย์จ านวนมาก จึงท าให้ค่า
คลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยและค่าคลาดเคลื่อนก าลังสอง
เฉลี่ยของค่าประมาณแตกต่างกันมาก ส่งผลให้ วิธีริดจ์มีประสิทธิภาพของการพยากรณ์และ
ประสิทธิภาพของการประมาณต่ า เมื่อเปรียบเทียบวิธี LASSO และ Adaptive LASSO พบว่า  วิธี 
LASSO มีประสิทธิภาพสูงกว่าวิธี Adaptive LASSO เมื่อตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์กันต่ า  ส่วนวิธี 
Adaptive LASSO มีประสิทธิภาพสูงกว่าวิธี LASSO เมื่อตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์กันสูง เนื่องจาก
เมื่อตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์สูงส่งผลให้เงื่อนไข (38) จากทฤษฎีบท 1 ไม่เป็นจริง จึงท าให้ตัว
ประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธี LASSO เป็นตัวประมาณไม่คงเส้นคงวา ดังนั้น วิธี Adaptive 
LASSO มีประสิทธิภาพสูงกว่าวิธี Adaptive LASSO เมื่อตัวแปรอิสระมีความสัมพันธ์กันสูง เมื่อ
พิจารณาความผิดพลาดของการคัดเลือกตัวแปรอิสระ พบว่า ทั้งสามวิธี คือ LASSO, Adaptive 
LASSO และ Relaxed LASSO มีความผิดพลาดแบบ IC1 ใกล้เคียงกัน แต่เมื่อพิจารณาความ
ผิดพลาดแบบ IC2 พบว่า วิธี Relaxed LASSO มีความผิดพลาดน้อยท่ีสุด  

ในกรณีข้อมูลมีมิติสูงแบบไม่บางเบา (high-dimensional non-sparse data) พบว่า วิธี
ริดจ์มีประสิทธิภาพของการพยากรณ์และประสิทธิภาพของการประมาณสูงที่สุด  เนื่องจาก ตัว
ประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยวิธีริดจ์เป็นตัวประมาณท่ีให้ค่าประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยทุกตัว
มีค่าเข้าใกล้ศูนย์แต่ไม่เท่ากับศูนย์ และเมื่อก าหนดให้ค่าพารามิเตอร์ทุกตัวมีขนาดเล็กแต่ไม่เท่ากับ
ศูนย์ จึงท าให้ค่าคลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอยและค่า
คลาดเคลื่อนก าลังสองเฉลี่ยของค่าประมาณแตกต่างกันน้อย รองลงมาคือวิธี LASSO เนื่องจากวิธี 
Relaxed LASSO เป็นกระบวนการหาตัวประมาณสัมประสิทธิ์การถดถอย 2 ขั้นตอน ซึ่งมีการ
คัดเลือกตัวแปรอิสระจากกระบวนการแรกแล้วน าเซตของตัวแปรอิสระนั้นมาท าการประมาณ
สัมประสิทธิ์การถดถอยอีกรอบหนึ่ง จึงท าให้วิธี Relaxed LASSO มีตัวแปรอิสระที่อยู่ในตัวแบบน้อย
กว่าวิธี LASSO แต่สถานการณ์นี้ก าหนดให้ตัวแปรอิสระทุกตัวอยู่ในตัวแบบ ดังนั้น วิธี LASSO จึงมี
ประสิทธิภาพสูงกว่าวิธี Relaxed LASSO  เมื่อเปรียบเทียบวิธี Adaptive LASSO และ Relaxed 
LASSO พบว่า  วิธี Adaptive LASSO มีประสิทธิภาพสูงกว่าวิธี Relaxed LASSO เมื่อตัวแปรอิสระมี
ความสัมพันธ์กันสูง และเม่ือพิจารณาประสิทธิภาพของการคัดเลือกตัวแปรอิสระ พบว่า วิธี LASSO มี
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ประสิทธิภาพสูงที่สุด และวิธี Relaxed LASSO มีประสิทธิภาพต่ าที่สุด แต่อย่างไรก็ตาม วิธี Relaxed 
LASSO มีจ านวนตัวแปรอิสระในตัวแบบน้อยที่สุด  
 

ข้อเสนอแนะ 
1. เมื่อข้อมูลที่ใช้ในการวิเคราะห์เป็นข้อมูลมีมิติสูงแบบบางเบา มีตัวแปรอิสระที่มี

ความสัมพันธ์กับตัวแปรตามจ านวนน้อยควรเลือกใช้วิธี Relaxed LASSO ในการ
ประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย 

2. เมื่อข้อมูลที่ใช้ในการวิเคราะห์เป็นเป็นตัวแบบไม่บางเบาควรเลือกใช้วิธีริดจ์ในการ
ประมาณค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย 

 

ข้อเสนอแนะในการวิจัยครั้งต่อไป 
1. ในงานวิจัยนี้ศึกษากรณีที่ก าหนดตัวแปรอิสระอยู่ในตัวแบบจริงจ านวน 15 ตัว ใน

งานวิจัยครั้งต่อไปควรก าหนดจ านวนตัวแปรอิสระในตัวแบบจ านวนที่หลากหลาย 
2. เนื่องจากในงานวิจัยนี้ก าหนดให้เวกเตอร์ถ่วงน้ าหนักในวิธี Adaptive LASSO คือ 

    | ̆ |
   เมื่อ          โดยที่  ̆  

  
  

 
  ในงานวิจัยครั้งต่อไปควรก าหนด

เวกเตอร์ถ่วงน้ าหนักในวิธี Adaptive LASSO ในรูปแบบอื่น 
3. ในงานวิจัยนี้ศึกษาในกรณีที่ก าหนดความคลาดเคลื่อนสุ่มมีการแจกแจงปรกติ ใน

งานวิจัยครั้งต่อไปควรศึกษาเพ่ิมเติมในกรณีท่ีความคลาดเคลื่อนสุ่มมีการแจกแจงอ่ืน 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก 
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โปรแกรมท่ีใช้ในงานวิจัย 
library(lars)   
library(MASS) 
library(relaxo) 
nrep<-500   #จ านวนการท าซ้ า 500 รอบ 
r=0.1    #ก าหนดค่า   = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9  
n=50    #ขนาดตัวอย่าง n = 50, 100, 200 
p=100    #จ านวนตัวแปรอิสระ p = 100, 200, 400, 800 
p1=15    #ก าหนดจ านวนตัวแปรอิสระในตัวแบบจริง p1=15, p 
p2=p-p1   #จ านวนตัวแปรอิสระท่ีไม่อยู่ในตัวแบบจริง 
nb=p1/3 
nt=n 
v=5 
nv=nt/v 
 
#ก าหนดเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมกรณีความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระอยู่ในรูปแบบ partial 
orthogonal model 
sigma1=matrix(0,p1,p1) 
for(a in 1:p1) 
 for(b in 1:p1) 
  sigma1[a,b]=r^(abs(a-b)) 
sigma0=matrix(0,p1,p2) 
for(a in 1:p1) 
 for(b in 1:p2) 
  sigma0[a,b]=0 
sigma00=matrix(0,p2,p1) 
for(a in 1:p2) 
 for(b in 1:p1) 
  sigma00[a,b]=0 
sigma2=matrix(0,p2,p2) 
for(a in 1:p2) 
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 for(b in 1:p2) 
  sigma2[a,b]=r^(abs(a-b)) 
sigmaa<-cbind(sigma1,sigma0) 
sigmaaa<-cbind(sigma00,sigma2) 
sigma<-rbind(sigmaa,sigmaaa) 
sigmae<-diag(rep(1.5^2,p)) 
 
#ก าหนดเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วมกรณีความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระอยู่ในรูปแบบ partial non-
orthogonal model 
sigma=matrix(0,p,p) 
for(a in 1:p) 
 for(b in 1:p) 
  sigma[a,b]=r^(abs(a-b)) 
 
b<-c(rep(2.5,nb),rep(1.5,nb),rep(0.5,nb),rep(0,p2))  #ก าหนดค่าสัมประสิทธิ์การถดถอย 
 
set.seed(1234) 
 
pmse.ridge<-rep(0,nrep) 
pmse.lasso<-rep(0,nrep) 
pmse.adplasso<-rep(0,nrep) 
pmse.rexlasso<-rep(0,nrep) 
mse.ridge<-rep(0,nrep) 
mse.lasso<-rep(0,nrep) 
mse.adplasso<-rep(0,nrep) 
mse.rexlasso<-rep(0,nrep) 
ic1.ridge<-rep(0,nrep) 
ic2.ridge<-rep(0,nrep) 
ic1.lasso<-rep(0,nrep) 
ic2.lasso<-rep(0,nrep) 
ic1.adplasso<-rep(0,nrep) 
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ic2.adplasso<-rep(0,nrep) 
ic1.rexlasso<-rep(0,nrep) 
ic2.rexlasso<-rep(0,nrep) 
  for(k in 1:nrep) 
  { 
#สร้างข้อมูลค่าสังเกตของชุดข้อมูลฝึกฝนและชุดข้อมูลทดสอบ 
กรณีความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระอยู่ในรูปแบบ partial orthogonal model, partial non-
orthogonal model และ non-sparse model 
x.train<-mvrnorm(n,rep(0,p),sigma) 
e.train<-rnorm(n,0,1.5) 
y.train <- x.train%*%b+e.train 
data.train<-data.frame(y=y.train,x=I(x.train)) 
 
x.test<-mvrnorm(n,rep(0,p),sigma) 
e.test<-rnorm(n,0,1.5) 
y.test <- x.test%*%b+e.test 
data.test<-data.frame(y=y.test,x=I(x.test)) 
 
กรณีความสัมพันธ์ของตัวแปรอิสระอยู่ในรูปแบบ grouping structure 
z1.tr<-rnorm(n,0,1) 
z2.tr<-rnorm(n,0,1) 
z3.tr<-rnorm(n,0,1) 
e1.tr=matrix(0,n,nb) 
for(a in 1:nb) 
 e1.tr[,a]=rnorm(n,0,1) 
e2.tr=matrix(0,n,nb) 
for(a in 1:nb) 
 e2.tr[,a]=rnorm(n,0,1) 
e3.tr=matrix(0,n,nb) 
for(a in 1:nb) 
 e3.tr[,a]=rnorm(n,0,1) 
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x1.tr<-z1.tr+e1.tr 
x2.tr<-z2.tr+e2.tr 
x3.tr<-z3.tr+e3.tr 
x4.tr<-matrix(0,n,p2) 
for(a in 1:p2) 
 x4.tr[,a]=rnorm(n,0,1) 
x.train<-cbind(x1.tr,x2.tr,x3.tr,x4.tr) 
e.train<-rnorm(n,0,1.5) 
y.train <- x.train%*%b+e.train 
data.train<-data.frame(y=y.train,x=I(x.train)) 
 
z1.te<-rnorm(n,0,1) 
z2.te<-rnorm(n,0,1) 
z3.te<-rnorm(n,0,1) 
e1.te=matrix(0,n,nb) 
for(a in 1:nb) 
 e1.te[,a]=rnorm(n,0,1) 
e2.te=matrix(0,n,nb) 
for(a in 1:nb) 
 e2.te[,a]=rnorm(n,0,1) 
e3.te=matrix(0,n,nb) 
for(a in 1:nb) 
 e3.te[,a]=rnorm(n,0,1) 
x1.te<-z1.te+e1.te 
x2.te<-z2.te+e2.te 
x3.te<-z3.te+e3.te 
x4.te<-matrix(0,n,p2) 
for(a in 1:p2) 
 x4.te[,a]=rnorm(n,0,1) 
x.test<-cbind(x1.te,x2.te,x3.te,x4.te) 
e.test<-rnorm(n,0,1.5) 
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y.test <- x.test%*%b+e.test 
data.test<-data.frame(y=y.test,x=I(x.test)) 
ind<-list(v) 
for(i in 1:(v-1)) 
{ 
 ind[[i]]<-((i-1)*nv+1):(i*nv) 
} 
ind[[v]]<-((v-1)*nv+1):(nt) 
 
s.vec<-seq(0,1,0.05) 
#การวิเคราะห์การถดถอยวิธีริดจ์ 
pmse.cv.ridge<-matrix(0,nv,length(s.vec)) 
pmse.lambda.ridge<-matrix(0,v,length(s.vec)) 
beta.ridge.hat.cv<-matrix(0,v,(p+1)) 
for(i in 1:v)  
{ 
vdata.train<-data.train[-ind[[i]],] 
vdata.test<-data.train[ind[[i]],] 
lsridge<-lm.ridge(y~x,data=vdata.train,lambda=s.vec) 
beta.hat.v.ridge<-coef(lsridge) 
yhat.v.ridge<-cbind(1,vdata.test$x)%*%t(beta.hat.v.ridge) 
for(j in 1:length(s.vec)) 
pmse.cv.ridge[,j]<-(vdata.test$y-yhat.v.ridge[,j])^2 
pmse.lambda.ridge[i,]<-colSums(pmse.cv.ridge)/nv 
min.pmse.cv.ridge<-min(pmse.lambda.ridge[i,]) 
tuning.cv.ridge<-s.vec[which(pmse.lambda.ridge[i,]==min.pmse.cv.ridge)] 
beta.ridge.hat.cv[i,]<-beta.hat.v.ridge[which(s.vec==tuning.cv.ridge),] 
} 
apmse.ridge<-colSums(pmse.lambda.ridge)/v 
apmse.min.ridge<-min(apmse.ridge) 
tuning.ridge<-s.vec[which(apmse.ridge==apmse.min.ridge)] 
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ridge.test<-lm.ridge(y~x,data=data.train,lambda=tuning.ridge) 
coef.ridge<-coef(ridge.test) 
beta.hat.ridge<-coef.ridge[-1] 
yhat.ridge<-cbind(1,data.test$x)%*%coef.ridge 
pmse.ridge[k]<-sum((data.test$y-yhat.ridge)^2)/nt 
mse.ridge[k]<-sum((beta.hat.ridge-b)^2)/p 
ic1.ridge[k] = sum(b!=0 & beta.hat.ridge==0) 
ic2.ridge[k] = sum(b==0 & beta.hat.ridge!=0) 
 
#การวิเคราะห์การถดถอยวิธี LASSO 
pmse.cv.lasso<-matrix(0,nv,length(s.vec)) 
pmse.lambda.lasso<-matrix(0,v,length(s.vec)) 
beta.lasso.hat.cv<-matrix(0,v,p) 
for(i in 1:v)  
{ 
vdata.train<-data.train[-ind[[i]],] 
vdata.test<-data.train[ind[[i]],] 
out.v.lasso<-lars(x=vdata.train$x,y=vdata.train$y,type="lasso") 
beta.hat.v.lasso<-predict(out.v.lasso,s=s.vec,type="coef",mode="fraction")$coef 
xbar.v.lasso<-colMeans(vdata.train$x) 
ybar.v.lasso<-mean(vdata.train$y) 
b0.v.lasso<-ybar.v.lasso-beta.hat.v.lasso%*%xbar.v.lasso 
b0.test.lasso<-matrix(rep(b0.v.lasso,nv),nv,length(s.vec),byrow=TRUE) 
yhat.v.lasso<-vdata.test$x%*%t(beta.hat.v.lasso)+b0.test.lasso 
vdata.test.y.lasso<-matrix(vdata.test$y,nv,length(s.vec)) 
pmse.cv.lasso<-(vdata.test.y.lasso-yhat.v.lasso)^2 
pmse.lambda.lasso[i,]<-colSums(pmse.cv.lasso)/nv 
min.pmse.cv.lasso<-min(pmse.lambda.lasso[i,]) 
tuning.cv.lasso<-s.vec[which(pmse.lambda.lasso[i,]==min.pmse.cv.lasso)] 
beta.lasso.hat.cv[i,]<-beta.hat.v.lasso[which(s.vec==tuning.cv.lasso),] 
} 
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apmse.lasso<-colSums(pmse.lambda.lasso)/v 
apmse.min.lasso<-min(apmse.lasso) 
tuning.lasso<-s.vec[which(apmse.lasso==apmse.min.lasso)] 
out.lasso<-lars(x=data.train$x,y=data.train$y,type="lasso") 
beta.hat.lasso<-predict(out.lasso,s=tuning.lasso,type="coef",mode="fraction")$coef 
xbar<-colMeans(data.train$x) 
ybar<-mean(data.train$y) 
b0.lasso<-ybar-beta.hat.lasso%*%xbar 
yhat.lasso<-data.test$x%*%beta.hat.lasso+rep(b0.lasso,nt) 
pmse.lasso[k]<-sum((data.test$y-yhat.lasso)^2)/nt 
mse.lasso[k]<-sum((beta.hat.lasso-b)^2)/p 
ic1.lasso[k] = sum(b!=0 & beta.hat.lasso==0) 
ic2.lasso[k] = sum(b==0 & beta.hat.lasso!=0) 
 
#การวิเคราะห์การถดถอยวิธี Adaptive LASSO 
tran_data_train.x<-scale(data.train$x,center=TRUE,scale=TRUE) 
tran_data_train.y<-scale(data.train$y,center=TRUE,scale=FALSE) 
betatilde<-(t(tran_data_train.x)%*%tran_data_train.y)/n 
w <- 1/abs(betatilde) 
data_train.x<-scale(tran_data_train.x,center=FALSE,scale=w) 
data_train.y<-(tran_data_train.y) 
data_train<-data.frame(y=data_train.y,x=I(data_train.x)) 
sd.tran_data_train.x<-apply(data.train$x,2,sd) 
pmse.cv.adplasso<-matrix(0,nv,length(s.vec)) 
pmse.lambda.adplasso<-matrix(0,v,length(s.vec)) 
beta.adplasso.hat.cv<-matrix(0,v,p) 
for(i in 1:v)  
{ 
vdata.train.adplasso<-data.train[-ind[[i]],] 
vdata.test.adplasso<-data.train[ind[[i]],] 
tran.vdata.train.adp.x<-scale(vdata.train.adplasso$x,center=TRUE,scale=TRUE) 
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tran.vdata.train.adp.y<-scale(vdata.train.adplasso$y,center=TRUE,scale=FALSE) 
betatilde.cv<-(t(tran.vdata.train.adp.x)%*%tran.vdata.train.adp.y)/nv 
w.cv<-1/abs(betatilde.cv) 
vdata_train.x.adplasso<-scale(tran.vdata.train.adp.x,center=FALSE,scale=w.cv) 
vdata_train.y.adplasso<-(tran.vdata.train.adp.y) 
out.v.adplasso<-
lars(x=vdata_train.x.adplasso,y=vdata_train.y.adplasso,type="lasso",normalize=FALSE) 
beta.hat.v.adplasso<-predict(out.v.adplasso,s=s.vec,type="coef",mode="fraction")$coef 
beta.hatstar.v.adplasso<-beta.hat.v.adplasso/t(matrix(w.cv,length(w.cv),length(s.vec))) 
xbar.v.adplasso<-colMeans(tran.vdata.train.adp.x) 
ybar.v.adplasso<-mean(tran.vdata.train.adp.y) 
 
b0.v.adplasso<-ybar.v.adplasso-beta.hatstar.v.adplasso%*%xbar.v.adplasso 
b0.test.adplasso<-matrix(rep(b0.v.adplasso,nv),nv,length(s.vec),byrow=TRUE) 
yhat.v.adplasso<-vdata.test.adplasso$x%*%t(beta.hatstar.v.adplasso)+b0.test.adplasso 
for(j in 1:length(s.vec)) 
pmse.cv.adplasso[,j]<-(vdata.test.adplasso$y-yhat.v.adplasso[,j])^2 
pmse.lambda.adplasso[i,]<-colSums(pmse.cv.adplasso)/nv 
} 
apmse.adplasso<-colSums(pmse.lambda.adplasso)/v 
apmse.min.adplasso<-min(apmse.adplasso) 
tuning.adplasso<-s.vec[which(apmse.adplasso==apmse.min.adplasso)] 
out.adplasso<-lars(x=data_train$x,y=data_train$y,type="lasso",normalize=FALSE) 
beta.hat.star<-
predict(out.adplasso,s=tuning.adplasso,type="coef",mode="fraction")$coef 
beta.hat.adplasso<-beta.hat.star/(w*sd.tran_data_train.x) 
xbar.adplasso<-colMeans(data.train$x) 
ybar.adplasso<-mean(data.train$y) 
b0.adplasso<-ybar.adplasso-t(beta.hat.adplasso)%*%xbar.adplasso 
yhat.adplasso<-data.test$x%*%beta.hat.adplasso+rep(b0.adplasso,nt) 
pmse.adplasso[k]<-sum((data.test$y-yhat.adplasso)^2)/nt 
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mse.adplasso[k]<-sum((beta.hat.adplasso-b)^2)/p 
ic1.adplasso[k] = sum(b!=0 & beta.hat.adplasso==0) 
ic2.adplasso[k] = sum(b==0 & beta.hat.adplasso!=0) 
 
#การวิเคราะห์การถดถอยวิธี Relaxed LASSO 
phi<-sort(seq(0,1,0.05),decreasing=TRUE) 
max.steps=min(2*length(data.train$y),2*ncol(data.train$x)) 
fast=TRUE 
keep.data=TRUE 
pmse.cv.relaxo<-rep(0,length=length(phi)*(max.steps-1)) 
for(i in 1:v)  
{ 
vdata.train<-data.train[-ind[[i]],] 
vdata.test<-data.train[ind[[i]],] 
 
out.v.rexlasso<-relaxo(vdata.train$x,vdata.train$y,phi=phi, 
      fast=fast,keep.data=FALSE,warn=FALSE,max.step=max.steps) 
beta.hat.v.rexlasso<-out.v.rexlasso$beta 
yhat.v.rexlasso<-vdata.test$x%*%t(beta.hat.v.rexlasso) 
pmse.cv.rexlasso<-(vdata.test$y-yhat.v.rexlasso)^2 
pmse.lambda.rexlasso<-colSums(pmse.cv.rexlasso)/nv 
pmse.cv.relaxo[1:ncol(yhat.v.rexlasso)]<-pmse.cv.relaxo[1:ncol(yhat.v.rexlasso)] + 
colSums((vdata.test$y-yhat.v.rexlasso)^2)/v 
if(length(pmse.cv.relaxo)>ncol(yhat.v.rexlasso)) 
 pmse.cv.relaxo[(ncol(yhat.v.rexlasso)+1):length(pmse.cv.relaxo)]<-Inf 
} 
select<-which.min(pmse.cv.relaxo) 
out.rexlasso<-relaxo(data.train$x,data.train$y,phi=phi,fast=fast, 
    keep.data=keep.data,warn=FALSE) 
beta.hat.rexlasso<-out.rexlasso$beta[select,,drop=FALSE] 
xbar<-colMeans(data.train$x) 
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ybar<-mean(data.train$y) 
b0.rexlasso<-ybar-beta.hat.rexlasso%*%xbar 
yhat.rexlasso<-data.test$x%*%t(beta.hat.rexlasso)+rep(b0.rexlasso,nt) 
pmse.rexlasso[k]<-sum((data.test$y-yhat.rexlasso)^2)/nt 
mse.rexlasso[k]<-sum((beta.hat.rexlasso-b)^2)/p 
 
ic1.rexlasso[k] = sum(b!=0 & beta.hat.rexlasso==0) 
ic2.rexlasso[k] = sum(b==0 & beta.hat.rexlasso!=0) 
  } 
 
med.pmse.ridge<-median(pmse.ridge) 
med.pmse.lasso<-median(pmse.lasso) 
med.pmse.adplasso<-median(pmse.adplasso) 
med.pmse.rexlasso<-median(pmse.rexlasso) 
med.mse.ridge<-median(mse.ridge) 
med.mse.lasso<-median(mse.lasso) 
med.mse.adplasso<-median(mse.adplasso) 
med.mse.rexlasso<-median(mse.rexlasso) 
meanic1.ridge<-mean(ic1.ridge) 
meanic2.ridge<-mean(ic2.ridge) 
meanic1.lasso<-mean(ic1.lasso) 
meanic2.lasso<-mean(ic2.lasso) 
meanic1.adplasso<-mean(ic1.adplasso) 
meanic2.adplasso<-mean(ic2.adplasso) 
meanic1.rexlasso<-mean(ic1.rexlasso) 
meanic2.rexlasso<-mean(ic2.rexlasso) 
med.pmse.ridge 
med.pmse.lasso 
med.pmse.adplasso 
med.pmse.rexlasso 
med.mse.ridge 
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med.mse.lasso 
med.mse.adplasso 
med.mse.rexlasso 
meanic1.ridge 
meanic2.ridge 
meanic1.lasso 
meanic2.lasso 
meanic1.adplasso 
meanic2.adplasso 
meanic1.rexlasso 
meanic2.rexlasso 
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