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เป็นฟังกช์นัยนืยงอนัดบับน 

บทที ่1  
บทน า 

 
  ให้ X  เป็นเซต เราทราบแล้วเซต 

XT  ของการแปลงบน X  เป็นก่ึงกรุปภายใตก้ารด าเนิน   

การประกอบ สมบติัทางพีชคณิตของก่ึงกรุป XT  และก่ึงกรุปย่อยของก่ึงกรุปน้ี ถูกศึกษาอย่าง

กวา้งขวางโดยนกัคณิตศาสตร์หลายท่านดว้ยกนั 

  ในปี ค.ศ. 2005 ไปย์ (Pei) (H. S. PEI, 2005) แนะน าก่ึงกรุปย่อยของ  
XT  ท่ี ข้ึนอยู่กับ

ความสัมพนัธ์สมมูล E  บน X  ซ่ึงถูกนิยามดงัน้ี  

 

พร้อมทั้งศึกษาสมบติัความเป็นปรกติของก่ึงกรุปน้ี 

  ต่อไปพิจารณาเซต X  เป็นเซตฐาน (base set) ของเซตอนัดบัเชิงเส้น (linearly ordered set) 

 ;X  ซ่ึ งคือ เซตอันดับ ที่สอดคล้องสมบัติ  “ x y  หรือ y x  ส าหรับทุก ๆ , x y X ”                      

ไปย ์และ ซู (Zou) (H. S. PEI, ZOU, D.Y., 2005) ไดแ้นะน าก่ึงกรุปยอ่ยของ ( )ET X ซ่ึงสัมพนัธ์กบั

อนัดบัเชิงเส้น
 
  ดงัน้ี 
       ( ) ( ) ( ; )   E EO X T X X  

เช่นเดียวกบักรณีของ  ( )ET X  เขาทั้งสองยงัคงศึกษาสมบติัความเป็นปรกติของก่ึงกรุป  ( )EO X   

  ใน ปี ค.ศ. 2010  มา (Ma) ย ู(You)  เลา (Luo) หยาง (Yan) และ หวาง (Wang) ไดแ้นะน าก่ึง

กรุปย่อยของ 
XT  ในเอกสารอ้างอิง (MA, 2010)  ซ่ึงถูกสร้างโดยใช้แนวความคิดของก่ึงกรุป  

( )ET X  และ ( )EO X  เม่ือ X  เป็นเซตอนัดบัเชิงเส้น ดงัน้ี 

  
 ( , ) , ( , )X XEOP T x y E x y E            

พร้อมทั้งศึกษาสมบติัต่าง ๆ รวมทั้งความเป็นปรกติของก่ึงกรุปน้ี 

  ด้วยงานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัการแปลงส่วนใหญ่จะศึกษาบนเซตอนัดบัเชิงเส้น ในขณะท่ี

ผลงานวิจัยท่ีเก่ียวข้องกับเซตอันดับอ่ืน ๆ ยงัมีเพียงจ านวนน้อย ดังนั้ นการศึกษาก่ึงกรุปของ                 

การแปลงบนเซตอนัดบัท่ีไม่ใช่เซตอนัดบัเชิงเส้นจึงเป็นหัวขอ้ท่ีน่าสนใจ  เน่ืองจาก เฟนซ์ (fence) 

และคราวน์ (crown) เป็นเซตอันดับท่ีถูกศึกษามาอย่างยาวนาน เราจึงสนใจศึกษาก่ึงกรุปย่อย                 

ของ 
XT   ซ่ึงสร้างในท านองเดียวกับ XEOP  แต่พิจารณา X  เป็นเฟนซ์ และคราวน์ ตามล าดับ

 ( ) ( , ) , ( , )      E XT X T a b E a b E
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  ต่อไป จะใหบ้ทนิยามของเซตอนัดบัท่ีมีช่ือเรียกวา่ เฟนซ์ และคราวน์ ตามล าดบั 

  เฟนซ์ X  เป็นเซตอนัดบัซ่ึงรูปแบบของอนัดบัเป็นเส้นทางสลบัข้ึนลง โดยอนัดบั   ของ 

X  สอดคลอ้งเง่ือนไข 

      1 2 3 3 4 5, , ( )      na a a a a a a   หรือ 

1 2 3 3 4 5, , ( )      na a a a a a a  

เพียงอยา่งใดอยา่งหน่ึง และไม่มีความสัมพนัธ์นอกจากน้ี โดยท่ี  1 2, ,..., nX a a a  
 
  คราวน์ X  เป็นเซตอนัดบั โดยอนัดบั   ของ X  สอดคลอ้งเง่ือนไข 

1 2 3 2 1 2 1...      n na a a a a a  

เม่ือ 2n  และไม่มีความสัมพนัธ์นอกจากน้ี โดยท่ี  1 2, ,..., nX a a a  

  ในวิทยานิพนธ์ฉบบัน้ี เราสนใจศึกษาความเป็นปรกติของ XEOP  เม่ือ X  เป็นเฟนซ์และ

คราวน์ตามล าดบั โดยเร่ิมตน้ศึกษาจากการแสดงว่า
 XEOP  เป็นก่ึงกรุปย่อยของ 

XT  ต่อมาศึกษา

ความสัมพนัธ์ระหวา่ง XEOP  และก่ึงกรุปยอ่ยอ่ืน ๆ ของ 
XT  สุดทา้ยศึกษาความปรกติของก่ึงกรุป 

XEOP  โดยแบ่งการศึกษาเป็นดงัน้ี 

  ในบทท่ี 2  เรารวบรวมบทนิยามและความรู้พื้นฐานท่ีใชใ้นวทิยานิพนธ์ฉบบัน้ี 

ในบทท่ี 3  เราศึกษาความสัมพนัธ์ของ ( )EO X XEOP  และ ( )ET X  ตามล าดบั พร้อมทั้ง

ให้เง่ือนไขจ าเป็นและเพียงพอส าหรับการเท่ากนัของ XEOP  และ XO  รวมถึง XEOP  และ XT   

ตามล าดบั นอกจากน้ีเรายงัแสดงการจ าแนกความเป็นปรกติของก่ึงกรุป 
XEOP เม่ือ X  เป็นเฟนซ์ 

สุดทา้ยจะใหเ้ง่ือนไขเพียงพอในการเป็นสมาชิกปรกติของ
 XEOP  เม่ือ X  เป็นคราวน์ 
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บทที ่2   
ความรู้พืน้ฐาน 

 
ในบทน้ีจะกล่าวถึงบทนิยามและความรู้พื้นฐานซ่ึงใชใ้นวิทยานิพนธ์ฉบบัน้ี 

2.1   บทนิยามและทฤษฎบีทที่เกีย่วข้องกบัความสัมพนัธ์และฟังก์ชัน 
 

บทนิยาม  2.1.1 ให้ X  และ Y  เป็นเซต  จะเรียก    วา่  ความสัมพันธ์ (relation)  จาก X  ไปยงั 
Y  ถา้   X Y   และเรียก    วา่ความสัมพนัธ์บน  X   ถา้  X X  
 ส าหรับแต่ละความสัมพนัธ์  X Y  ก าหนดให ้โดเมน (domain)  ของ    คือเซตของ
สมาชิกตวัท่ีหน่ึงของคู่อนัดบัทั้งหมดใน     ซ่ึงเขียนแทนดว้ย  dom   และเรนจ์  (range)  ของ  
   คือเซตของสมาชิกตวัท่ีสองของคู่อนัดบัทั้งหมดใน   ซ่ึงเขียนแทนดว้ย  ran  นัน่คือ 
 

        , ,    dom a X b Y a b    และ    , ,    ran b Y a X a b 

ตามล าดบั 
 
บทนิยาม  2.1.2 ให ้ X   เป็นเซต  และ ,   เป็นความสัมพนัธ์บน X  ความสัมพนัธ์ผลประกอบ  
(composition  relations)  ของ    และ   ซ่ึงเขียนแทนดว้ย      นิยามดงัน้ี 
 

   ,  a b   ก็ต่อเม่ือ  มี  x X   โดยท่ี   , a x   และ   , x b    
 

นัน่คือ        , , , ,    a b x X a x x b   และ  

ในวทิยานิพนธ์ฉบบัน้ี เราแทน      ดว้ย    
 

บทนิยาม  2.1.3 ให้  R  เป็นความสัมพนัธ์บน X  เราจะกล่าวว่า  R  เป็นความสัมพันธ์สมมูล                          
(equivalence relations) บน X   ถา้  R  สอดคลอ้งสมบติั 3 ขอ้ต่อไปน้ี 

 i  สมบัติสะท้อน (reflexivity)  นัน่คือ   ,x x R  ส าหรับทุก ๆ  x X  

 ii  สมบัติสมมาตร (symmetry) นัน่คือ ส าหรับแต่ละ ,x y X   ถา้  ,x y R   แลว้
 ,y x R  
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 iii  สมบัติถ่ายทอด (transitivity)  นั่นคือ ส าหรับแต่ละ , ,x y z X   ถ้า   ,x y R  
และ  ,y z R   แลว้   ,x z R  
 
 เป็นท่ีทราบแลว้วา่  ( , ) x x x X เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบน X  เราแทนความสัมพนัธ์
น้ีดว้ยสัญลกัษณ์  X

 
 
บทนิยาม  2.1.4 ให้  X  เป็นเซต และ E  เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบน X   และ a X  ช้ันสมมูล 
(equivalence class)  ของ  a  ซ่ึงแทนดว้ยสัญลกัษณ์   

E
a  คือ เซตของสมาชิกทั้งหมดใน X  ซ่ึง

สัมพนัธ์กบั  a  นัน่คือ  
E

a    ,x X x a E   
  
บทนิยาม  2.1.5 ให้ X  เป็นและ I  เป็นดชันี และให้   iP X i I  เป็นแฟมิลีของเซต

ยอ่ย X  ท่ีไม่ใช่เซตวา่ง จะกล่าววา่ P  เป็นผลแบ่งกั้น (partition) ของ X  ถา้  

    i   i I iX X      
 ii     i jX X  หรือ  i jX X  ส าหรับทุก ๆ  ,i j I  

 
ทฤษฎีบท  2.1.6  ให้   E   เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบนเซต  X   แลว้   E

X a a X
E
   เป็น

ผลแบ่งกั้นของ  X  
 
บทนิยาม  2.1.7 ให้  X  และ  Y  เป็นเซต  เรากล่าววา่  f  เป็นฟังก์ชัน  (function)  จาก  X  ไปยงั  
Y   ซ่ึงแทนดว้ยสัญลกัษณ์  : f X Y   ถา้  f  สอดคลอ้งเง่ือนไขต่อไปน้ี 
   i    f  เป็นความสัมพนัธ์จาก  X  ไปยงั  Y  นัน่คือ   f X Y  
   ii   ส าหรับแต่ละ  x X   และ 1 2, y y Y   ถา้     1 2, , ,x y x y f   แลว้  1 2y y  
 

  ถา้  X Y   เราเรียก  f   วา่การแปลง  (transformation)  บน  X  
 

จากบทนิยาม  2.1.7  ขอ้   ii   ท าใหเ้ราสามารถเขียนแทน  y   ดว้ย   f x   เม่ือ   ,x y f  
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2.2   บทนิยามของเซตอนัดับและทฤษฎบีททีเ่กีย่วข้อง 
 
ในหวัขอ้น้ีจะกล่าวถึงบทนิยามพื้นฐานของเซตอนัดบัและทฤษฎีบทท่ีเก่ียวขอ้ง 

 
บทนิยาม  2.2.1   ให ้ X   เป็นเซตและ X X    เป็นความสัมพนัธ์ทวิภาคบน  X   เรากล่าววา่ 
   เป็นอนัดับ (order)  บน X  ถา้    สอดคลอ้งสมบติั  3 ขอ้ต่อไปน้ี 

 i  สมบัติสะท้อน (reflexivity)  นัน่คือ  x x  ส าหรับทุก ๆ  x X  

 ii  สมบัติปฏิสมมาตร (anti-symmetry) นั่นคือ ส าหรับแต่ละ ,x y X   ถ้า x y  
และ y x  แลว้ x y  

 iii  สมบัติถ่ายทอด (transitivity)  นัน่คือ ส าหรับแต่ละ , ,x y z X   ถา้ x y  และ 
y z   แลว้  x z  

 เราเรียกโครงสร้างท่ีประกอบไปดว้ยเซต X และอนัดบั   วา่เซตอนัดับ (ordered set) และ 
แทนดว้ยสัญลกัษณ์   ;X   ในบางกรณีอาจแทนเซตอนัดบั  ;X  ดว้ย X  
 
บทนิยาม  2.2.2 ให ้  ;X X   และ  ;Y Y   เป็นเซตอนัดบั และ :f X Y เป็นฟังกช์นั 
เราเรียก f วา่เป็นฟังก์ชันยืนยงอนัดับ (order-preserving  function) ถา้ ( ) ( )f x f y  ใน Y เม่ือไร
ก็ตามท่ี x y  ใน X  
 ถา้  X Y  เราเรียก  f วา่การแปลงแบบยืนยงอันดับ  (order-preserving  transformation) 
ของ  ;X   
 
บทนิยาม 2.2.3  ให ้  ;X   เป็นเซตอนัดบัและ ,x y X เรากล่าววา่ x  และ y  สามารถเปรียบ  
เทยีบกันได้  (comparable)  ถา้  x y    หรือ  y x  
 ถา้  x y  หรือ y x   เป็นเท็จทั้งคู่  เรากล่าววา่  x   และ  y   เปรียบเทียบกนัไม่ได้ (non-
comparable)  โดยจะเขียนแทนดว้ยสัญลกัษณ์ ||x y  
 
บทนิยาม  2.2.4 ให้   ;X   เป็นเซตอนัดบั  เราเรียก X  ว่าเซตอันดับเชิงเส้น  (linearly ordered 
set) ถา้  x y  หรือ  y x  ส าหรับทุก ๆ ,x y X    
 
บทนิยาม  2.2.5 ให้ R  เป็นความสัมพนัธ์บนเซต   X   และ :f X X  เรากล่าวว่า f  ยืนยง
(preserve) R  ถา้  ( ( ), ( ))f x f y R  ส าหรับทุก ๆ ( , )x y R   
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ทฤษฎบีท  2.2.6  ให้  ;X X  ,  ;Y Y   และ  ; Z Z  เป็นเซตอนัดบั และ : X Y  
และ : Y Z  เป็นฟังก์ชันยืนยงอนัดบั แล้ว  : X Z  เป็นฟังก์ชันยืนยงอนัดบัจากเซต
อนัดบั X  ไปยงั Z  

 
ต่อไปจะใหบ้ทนิยามเซตอนัดบัท่ีเรียกวา่เฟนซ์และคราวน์ตามล าดบั 

 
บทนิยาม 2.2.7  ให ้  ;X X   เป็นเซตอนัดบั กล่าววา่ X  เป็นเฟนซ์ (fence)  ถา้อนัดบั   มี
รูปแบบความสัมพนัธ์สลบัข้ึนลงเพียงอยา่งใดอยา่งหน่ึง นัน่คือ 

      1 2 3 3 4 5, , ( )      na a a a a a a   หรือ 

1 2 3 3 4 5, , ( )      na a a a a a a  

เพียงอยา่งใดอยา่งหน่ึง และไม่มีความสัมพนัธ์นอกจากน้ี โดยท่ี  1 2, ,..., nX a a a         
 
บทนิยาม 2.2.8  ให ้  ;X X   เป็นเซตอนัดบั กล่าววา่ X  เป็นคราวน์ (crown) ถา้อนัดบั   
สอดคลอ้งเง่ือนไข 
                                                   

1 2 3 2 1 2 1...      n na a a a a a  

เม่ือ 2n  และไม่มีความสัมพนัธ์นอกจากน้ี โดยท่ี  1 2, ,..., nX a a a  

 

2.3   บทนิยามของกึง่กรุปและทฤษฎบีททีเ่กี่ยวข้อง 
 
ในหวัขอ้น้ีจะกล่าวถึงบทนิยามและทฤษฎีบทพื้นฐานต่าง ๆ ของก่ึงกรุป 
 

บทนิยาม  2.3.1  ให้  X   เป็นเซต เราจะเรียก    วา่การด าเนินการทวิภาค (binary  operation)  บน 
X   ถา้     เป็นฟังกช์นัจาก  X X   ไปยงั  X  

 นอกจากน้ีเราใชส้ัญลกัษณ์แทน   ,x y   ดว้ย  x y    
 
บทนิยาม 2.3.2  ให ้ X   เป็นเซต  และ      เป็นการด าเนินการทวภิาคบน X  
 (1)   มีสมบัติการเปลีย่นกลุ่ม (associative law) ถา้    x y z x y z     ส าหรับทุก ๆ 

, , x y z X  



 7 
 

 (2)   มีสมาชิกเอกลกัษณ์ (identity element)  ในเซต X  ถา้มี e X  ซ่ึง e x x e x      
ส าหรับทุก ๆ x X  และเรียก e  วา่สมาชิกเอกลกัษณ์ 
 
บทนิยาม 2.3.3   กึง่กรุป (semigroup)  ;S S   คือโครงสร้างท่ีประกอบด้วยเซต S  และการ
ด าเนินการทวิภาค   บนเซต S  ท่ีสอดคลอ้งสมบติัการเปล่ียนหมู่ นัน่คือ    a b c a b c       
ส าหรับทุก ๆ , ,a b c S  
 
 ต่อไปจะใหบ้ทนิยามของสมาชิกปรกติของก่ึงกรุป 
 
บทนิยาม 2.3.4   ให ้  ;S  เป็นก่ึงกรุป กล่าววา่สมาชิก a  ในเซต S  เป็นสมาชิกปรกติ (regular 
element) ถา้มีสมาชิก x S  ท่ีท าให ้   a a x a  
 เราจะเรียกก่ึงกรุป  ;S   ว่ากึ่งกรุปปรกติ (regular semigroup) ถ้าทุก ๆ สมาชิกของ S  
เป็นสมาชิกปรกติ    
 และเรียกสมาชิก a  ในก่ึงกรุป S ว่าสมาชิกปรกติบริบูรณ์ (coregular element)  ถ้ามี
สมาชิก x S  ท่ีท าให ้      a x a a x a x   
 เราจะเรียกก่ึงกรุป  ;S   วา่กึง่กรุปปรกติบริบูรณ์ (coregular semigroup) ถา้ทุก ๆ สมาชิก
ของ S  เป็นสมาชิกปรกติบริบูรณ์    
  

ทฤษฎบีท 2.3.5   ให ้  ;S    เป็นก่ึงกรุป  และ a S   จะไดว้า่ a   เป็นสมาชิกปรกติบริบูรณ์ ก็
ต่อเม่ือ a a a a    
 

 ส าหรับแต่ละเซต X  ก าหนดให้ XT  แทนก่ึงกรุปของการแปลงทั้งหมดบน X  ภายใต้

การด าเนินการประกอบของฟังกช์นั 

 

ทฤษฎบีท 2.3.6   ให ้ X  เป็นเซต  แลว้ XT   เป็นก่ึงกรุปปรกติ  

 

 ส าหรับแต่ละเซตอนัดบั X  เราให้ XO  แทนก่ึงกรุปของฟังกช์นัยืนยงอนัดบัจาก X  ไปยงั 
X  ภายใตก้ารด าเนินการประกอบ 
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ทฤษฎบีท 2.3.7   ให ้ X  เป็นเซตอนัดบั แลว้ XO  เป็นก่ึงกรุปยอ่ยของ XT   
 
 โดยทัว่ไปแลว้ XO   อาจไม่เป็นก่ึงกรุปปรกติ และก่ึงกรุปปรกติบริบูรณ์ 

 

 ในปี ค.ศ. 2015 จินดาหนา (Jendana) และศรีทัศน์ (Srithus) (JENDANA, 2015) ได้พิสูจน์               

ทฤษฎีบทต่อไปน้ี  

 

ทฤษฎบีท 2.3.8   ให ้  ;X   เป็นเฟนซ์จ ากดั แลว้ XO  เป็นก่ึงกรุปปรกติบริบูรณ์ ก็ต่อเม่ือ 2X  

 

ต่อมาในปี ค.ศ. 2016 ธัญญวงค์และคณะฯ (Tanyawong et al) (TANYAWONG, 2016)     

ไดศึ้กษาสมบติัของก่ึงกรุปปรกติของการแปลงบนเฟนซ์  ซ่ึงเขาไดพ้ิสูจน์ทฤษฎีบทต่อไปน้ี 

 
ทฤษฎบีท 2.3.9   ให ้  ;X   เป็นเฟนซ์ แลว้ XO   เป็นก่ึงกรุปปรกติ ก็ต่อเม่ือ 4X  
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บทที ่3   

ความเป็นปรกติของกึง่กรุป XEOP  

 
  เป็นท่ีทราบแลว้ว่าก่ึงกรุปของการแปลงถูกน ามาศึกษากนัอย่างกวา้งขวาง ซ่ึงก่ึงกรุป

ของการแปลงของเซตอนัดับเป็นหัวข้อหน่ึงท่ีนักคณิตศาสตร์สนใจศึกษากันมาอย่างยาวนาน 

โดยเฉพาะอยา่งยิ่งความเป็นปรกติของก่ึงกรุปของการแปลง  ดว้ยงานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัการแปลง

ส่วนใหญ่ จะศึกษาบนเซตอนัดบัเชิงเส้น ในขณะท่ีผลงานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้งกบัเซตอนัดบัอ่ืน ๆ ยงัมี

เพียงจ านวนนอ้ย  ดงันั้นการศึกษาก่ึงกรุปของการแปลงบนเซตอนัดบัท่ีไม่ใช่เซตอนัดบัเชิงเส้นจึง

เป็นหัวขอ้ท่ีน่าสนใจ ในวิทยานิพนธ์น้ี  เราสนใจศึกษาก่ึงกรุปของการแปลงบนเซตอนัดบัท่ีมีช่ือ

เรียกวา่ เฟนซ์ และคราวน์ ตามล าดบั 

   ใน ปี ค.ศ. 2010  มา ยู  เลา  หยาง  และหวาง  ไดแ้นะน าก่ึงกรุปยอ่ยของ  
XT  ซ่ึงก่ึงกรุป

ดงักล่าวถูกสร้างโดยใช้แนวความคิดของก่ึงกรุป ( )ET X และ ( )EO X  ดงัท่ีกล่าวมาแลว้ในบทน า 

ดงัน้ี 
 

 ( , ) , ( , )X XEOP T x y E x y E            

เม่ือ X  เป็นเซตอนัดบัเชิงเส้น พร้อมทั้งศึกษาสมบติัต่าง ๆ รวมทั้งความเป็นปรกติของก่ึงกรุปน้ี 

  ในบทน้ีเราสนใจศึกษาสมบติัทางพีชคณิตของ 
 

 ( , ) , ( , )X XEOP T x y E x y E            

เม่ือ X  เป็นเฟนซ์ และคราวน์ ตามล าดบั โดยเฉพาะอยา่งยิง่สมบติัความเป็นปรกติของก่ึงกรุป 
 

      3.1   สมบัติบางประการของ 
XEOP   เม่ือ X   เป็นเฟนซ์ และคราวน์ 

  เร่ิมตน้จะตรวจสอบวา่ 
XEOP  เป็นก่ึงกรุปยอ่ยของ 

XT  หรือไม่ เม่ือ X  เป็นเฟนซ์ และ

คราวน์ ตามล าดบั ในทฤษฎีบทต่อไปจะแสดงให้เห็นวา่ 
XEOP  เป็นก่ีงกรุปยอ่ยของ XT  เสมอ เม่ือ 

X  เป็นเซตอนัดบัใด ๆ 
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ทฤษฎบีท 3.1.1  ให้   ;X    เป็นเซตอันดับ และ E  เป็นความสัมพันธ์สมมูลบน X  แล้ว  

( ; )XEOP  เป็นก่ึงกรุปยอ่ยของ   ( ; )XT  เม่ือ  คือการด าเนินการประกอบฟังกช์นั 
 
บทพสูิจน์  ให ้ , XEOP   และ( , )x y E   จาก   ยนืยง E  จะไดว้า่ ( , )   x y E  

เพราะว่า    ยืนยง E  เช่นเดียวกบั   จึงไดว้่า ( , ) ( ( ), ( ))x y x y E             
ดงันั้น XEOP   ท  าให้ได้ว่า  XEOP มีสมบติัปิดภายใต ้  เพราะฉะนั้น  ( ; )XEOP  เป็น          

ก่ึงกรุปยอ่ยของ ( ; )XT  

   

  ใน ปี ค.ศ. 2010  มา  ยู  เลา หยาง และ หวาง (MA, 2010) ไดศึ้กษาสมบติัของ
 XEOP  

เม่ือ X   เป็นเซตอนัดบัเชิงเส้น เร่ิมตน้ไดแ้สดงความสัมพนัธ์ของก่ึงกรุปทั้ง 3 ท่ีกล่าวถึงขา้งตน้ 

โดยพิสูจน์ว่า ( ) ( )E X EO X EOP T X   เม่ือ E  เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบนเซต X  ดงันั้นเรา

จึงสนใจว่า เม่ือ X  เป็นเฟนซ์ และคราวน์ ความสัมพนัธ์ของก่ึงกรุปทั้ง 3 จะยงัคงเป็นเซตย่อย             

กนัหรือไม่   

  ทฤษฎีบทต่อไปจะแสดงให้เห็นว่า ( ) E XO X EOP   เสมอ เม่ือ X  เป็นเซตอนัดับ  

ใด ๆ แต่  
XEOP  อาจไม่เป็นเซตยอ่ยของ ( )ET X  เม่ือ X  เป็นเฟนซ์ และคราวน์ ตามล าดบั 

 
ทฤษฎบีท 3.1.2 ให้   ;X   เป็นเซตอนัดับ และ E  เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบนเซต  X  แล้ว

( )E XO X EOP  
 
บทพสูิจน์  ให้  ( )EO X  จะแสดงว่า  XEOP  นั่นคือจะแสดงว่า  ( , )x y E      

ส าหรับทุก ๆ ( , )x y E    
 ให้ ( , )x y E และ x y  จาก ( )EO X  จะไดว้า่    ยืนยง  E   และ   ท าให้ได ้ 

( , )x y E    และ x y    ดงันั้น ( , )x y E      ท าให้ไดว้า่  XEOP  เพราะฉะนั้น
( )E XO X EOP   

  

  ตวัอยา่งต่อไปจะแสดงให้เห็นวา่ XEOP  อาจไม่เป็นเซตยอ่ยของ ( )ET X  เม่ือ X  เป็น

เฟนซ์ และคราวน์ ตามล าดบั  
 
 



 

 
 

11 
 



2a
1a

3a

4a

1a
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4a
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2a

3a

4a

1a

2a

3a

4a

ตัวอย่าง 3.1.3  ให ้  ;X   เป็นเฟนซ์ท่ีมี 4 สมาชิก  แสดงดงัรูปขา้งล่าง 

 

 

  

 

 

 พิจารณาความสัมพนัธ์สมมูล  1 1 2 2 3 3 4 4 2 4 4 2( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )E a a a a a a a a a a a a  

 จะไดว้า่    XE   

จะแสดงวา่  ( )X EEOP T X     
 

 ให ้   เป็นฟังกช์นัจาก  X   ไปยงั  X  ท่ีนิยามดงัแผนภาพขา้งล่าง 

 

 

 

 

 
 
เพราะวา่   XE  จึงไดว้า่ XEOP  เสมอ จาก 2 4( , )a a E  แต่     

ดงันั้น ( )ET X  ท าใหไ้ดว้า่ ( )X EEOP T X  

 
ตัวอย่าง 3.1.4  ให ้  ;X   เป็นคราวน์ท่ีมี 4 สมาชิก  แสดงดงัรูปขา้งล่าง 

 

 

 

 

 

 

2 4 3 4( , ) ( , )   a a a a E
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2a

3a

4a



1a

2a

3a

4a

2a
1a

3a

4a

1a

 พิจารณาความสัมพนัธ์สมมูล  1 1 2 2 3 3 4 4 2 4 4 2( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )E a a a a a a a a a a a a  

จะไดว้า่   XE   

จะแสดงวา่  ( )X EEOP T X     
 

 ให ้   เป็นฟังกช์นัจาก  X   ไปยงั  X  ท่ีนิยามดงัแผนภาพขา้งล่าง 
 
 

 

 

 

 
 
เพราะวา่   XE  จึงไดว้า่ XEOP  เสมอ จาก 2 4( , )a a E  แต่     

ดงันั้น ( )ET X  ท าใหไ้ดว้า่ ( )X EEOP T X  

 
  เน่ืองจากเซต XEOP   ถูกนิยามโดยใช้อนัดับของเซตอนัดับ  X   เราจึงสนใจศึกษา

ความสัมพนัธ์ระหวา่ง XEOP  และ 
XO  

  ตัวอย่างต่อไปจะแสดงให้เห็นว่า  XEOP และ
XO  เ ม่ือ X  เป็นเฟนซ์ อาจไม่ มี

ความสัมพนัธ์กนัในเชิงเซตยอ่ย  
 
ตัวอย่าง 3.1.5   ให ้  ;X   เป็นเฟนซ์ท่ีมี  4 สมาชิก แสดงดงัรูปขา้งล่าง                  

 

  

  

   

 พิจารณาความสัมพนัธ์สมมูล  1 1 2 2 3 3 4 4 2 4 4 2( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )E a a a a a a a a a a a a  

 จะไดว้า่    XE   

 

 

2 4 3 4( , ) ( , )   a a a a E
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4a
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4a
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3a

4a
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2a

3a
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 ให ้   เป็นฟังกช์นัจาก  X   ไปยงั  X  ท่ีนิยามดงัแผนภาพขา้งล่าง 

 

 

 

 

 

เน่ืองจาก   X E จะไดจ้ากการนิยาม  วา่ 

                                                                                   
 

ท าใหไ้ดว้า่ XEOP  เพราะวา่ 3 2 a a  และ 2 4 a a  จะไดว้า่  x y    ท  าให้ได้ว่า   ไม่

ยนืยง   ดงันั้น XO   ท าใหไ้ดว้า่ X XEOP O   
  
 ต่อไปพิจารณาความสัมพนัธ์สมมูล             

จะไดว้า่  1 1 2 2 3 2 3 3 4 4( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) E a a a a a a a a a a   
 
 ให ้   เป็นฟังกช์นัจาก  X   ไปยงั  X  ท่ีนิยามดงัแผนภาพขา้งล่าง 

 

 

 

 

 

จาก   3 1 a a  และ 2 4 a a  จะได้ว่า    ยืนยง   ท  าให้ได้ว่า XO   แต่ 3 2( , )  a a

1 4( , ) a a E   ดงันั้น   XEOP  ซ่ึงท าให ้ X XO EOP  
 
  ตวัอยา่งต่อไปจะแสดงให้เห็นวา่ XEOP  และ

 XO
 
เม่ือ X  เป็นคราวน์อาจไม่มี

ความสัมพนัธ์กนัในเชิงเซตยอ่ย  

 

 

 

 1 1 2 2 3 3 4 4( , ), ( , ), ( , ), ( , )        a a a a a a a a

 1 1 2 2 2 3 3 2 3 3 4 4( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )E a a a a a a a a a a a a

 1 1 4 4 2 2 4 4( , ), ( , ), ( , ), ( , )   a a a a a a a a E



 

 
 

14 
 



2a
1a

3a

4a

1a

2a

3a

4a

1a 3a

2a 4a



2a
1a

3a

4a

1a

2a

3a

4a

ตัวอย่าง 3.1.6   ให ้  ;X   เป็นคราวน์ท่ีมี  4 สมาชิก แสดงดงัรูปขา้งล่าง  

 

  

  

    

  พิจารณาความสัมพนัธ์สมมูล      

จะไดว้า่   XE    

 ให ้   เป็นฟังกช์นัจาก  X   ไปยงั  X  ท่ีนิยามดงัแผนภาพขา้งล่าง 

 

 

 

 

 

เน่ืองจาก   X E จะไดจ้ากการนิยาม  วา่ 

                                                                                   
 

ท าใหไ้ดว้า่ XEOP  เพราะวา่ 3 2 a a  และ 2 4 a a  จะไดว้า่  x y    ท  าใหไ้ดว้า่   ไม่

ยนืยง   ดงันั้น XO   ท าใหไ้ดว้า่ X XEOP O   
  
 ต่อไปพิจารณาความสัมพนัธ์สมมูล             

จะไดว้า่  1 1 2 2 3 2 3 3 4 4( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) E a a a a a a a a a a   

ให ้   เป็นฟังกช์นัจาก  X   ไปยงั  X  ท่ีนิยามดงัแผนภาพขา้งล่าง 

 

 

 

 

 

 1 1 2 2 3 3 4 4 2 4 4 2( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )E a a a a a a a a a a a a

 1 1 2 2 3 3 4 4( , ), ( , ), ( , ), ( , )        a a a a a a a a

 1 1 2 2 2 3 3 2 3 3 4 4( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )E a a a a a a a a a a a a

 1 1 4 4 2 2 4 4( , ), ( , ), ( , ), ( , )   a a a a a a a a E
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จาก   3 1 a a  และ  2 4 a a  จะได้ว่า    ยืนยง   ท  าให้ได้ว่า XO   แต่ 3 2( , )  a a

1 4( , ) a a E   ดงันั้น  XEOP  ซ่ึงท าให ้ X XO EOP  
 
   

      3.2   ความเป็นปรกติของกึง่กรุป 
XEOP  เม่ือ X  เป็นเฟนซ์ 

  แมว้่าในหัวข้อ  3.1 เราทราบแล้วว่าโดยทัว่ไป XEOP  และ 
XO  เม่ือ X  เป็นเฟนซ์              

อาจไม่มีความสัมพนัธ์ในเชิงการเป็นเซตย่อย แต่ในหวัขอ้น้ี จะเร่ิมตน้การศึกษาในการหาเง่ือนไข

จ าเป็นและเพียงพอส าหรับการเท่ากนัของเซต XEOP  และ XO  ตามล าดบั ทั้งน้ีเป็นเพราะวา่  ในปี 

ค.ศ. 2015 จินดาหนา  และศรีทศัน์ (JENDANA, 2015) ไดพ้ิสูจน์วา่ ส าหรับเฟนซ์จ ากดั X  ก่ึงกรุป 

XO  เป็นก่ึงกรุปปรกติบริบูรณ์ ก็ต่อเม่ือ 2X   ต่อมาในปี ค.ศ. 2016 ธัญญวงค์และ คณะฯ 

(TANYAWONG, 2016) ได้ศึกษาสมบัติของก่ึงกรุปปรกติบริบูรณ์ของการแปลงบนเฟนซ์ 

ตวัอย่างเช่น เขาพิสูจน์ว่า 
XO  เป็นก่ึงกรุปปรกติ ก็ต่อเม่ือ 4X   ซ่ึงท าให้ได้ว่าเราจะสามารถ

จ าแนกความเป็นปรกติบริบูรณ์และความเป็นปรกติของ XEOP ได ้เม่ือ X XEOP O  

 

ทฤษฎบีท 3.2.1    ให ้  ;X   เป็นเฟนซ์ และ E  เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบนเซต  X   แลว้ 

E X X    ก็ต่อเม่ือ  X XEOP O  
 
บทพสูิจน์   สมมติวา่  E X X    จะแสดงวา่  X XEOP O    

 ให้ XEOP   จะแสดงว่า  XO   นั่นคือจะแสดงว่า x y    ส าหรับทุก ๆ 

,x y X  ซ่ึง x y  

 ให้  ,x y X  โดยท่ี x y เพราะวา่  E X X   จึงไดว้า่  ( , )x y X X E    ท า

ให้ได้ว่า  ( , )x y E     เ น่ืองจาก XEOP  จึงได้ว่า  ( , )x y E       ท  าให้ได้ว่า  

x y     ดงันั้น XO   เพราะฉะนั้น  X XEOP O  

 ต่อไปจะแสดงวา่ X XO EOP   

 ให้  XO  จะแสดงว่า  XEOP  นัน่คือจะแสดงว่า ( , )x y E      ส าหรับ

ทุก ๆ ( , )x y E     

 



 

 
 

16 
 

ถา้ 

ถา้ ,a x B

,b x X B

  ให้ ( , )x y E    จะไดว้า่  ( , )x y E   และ x y เพราะวา่   เป็นฟังก์ชนัยืนยง

อนัดบั  จึงไดว้่า x y  เน่ืองจาก ,x y X   จึงไดว้่า ( , )x y X X E      ท าให้ได้

ว่ า  ( , )x y E        ดังนั้ น  XEOP    จากการพิ สู จ น์ข้า งต้น   เ ร า จึ งส รุปได้ว่ า 

X XEOP O  
  ในทางกลับกันสมมติว่า X XEOP O  จะแสดงว่า  E X X   โดยการพิสูจน์

ขอ้ความแยง้สลบัท่ี    

  สมมติวา่ E X X   จะไดว้า่ 2X
E

  ท  าให้ไดว้า่มี  , XA B
E

   ซ่ึงไม่ใช่เซต

วา่งและ A B เน่ืองจาก X
E
 เป็นผลแบ่งกั้นของ X   จึงไดว้า่ A B   จาก  ,A B   

จะมี a A  และ b B   เพราะวา่ A B    จึงไดว้า่  a b  
 

ให ้  เป็นฟังกช์นับน X   ท่ีนิยามโดย 
                                                     
                                              x = 

  

 จะแสดงวา่  XEOP   

 ให้  ( , )x y E    จะได้ว่า   ( , )x y E  และ x y  จาก ( , )x y E  จะได้ว่า  
   

E E
x y   

 ถา้   
E

x B  แลว้จะไดว้า่ x a y     ท  าใหไ้ดว้า่ ( , )x y E      

 ถา้   
E

x B  แลว้จะไดว้า่ x b y     ท  าใหไ้ดว้า่ ( , )x y E      

จากทั้ง  2 กรณีพิสูจน์ไดว้า่   XEOP  

 ต่อไปจะแสดงวา่ XO   โดยพิจารณา  ,a b  ออกเป็น 3 กรณี ดงัน้ี 

  ถา้ a b  แลว้จาก  a A  และ b B  จะไดว้า่  a b a b      ดงันั้น  XO
 

  ถา้ a b  แลว้จาก  a A  และ b B  จะไดว้า่  a b a b      ดงันั้น  XO
 

ถา้ 
 

||a b  แลว้จะไดว้า่ a b  หรือ  a b  ดงันั้น  XO
 

เพราะวา่   XEOP   แต่  XO  จึงไดว้า่  X XEOP O   ดงันั้น E X X   

 

  บทแทรก 3.2.2  เป็นผลโดยตรงจาก ทฤษฎีบท 2.3.9  และ ทฤษฎีบท 3.2.1 ตามล าดบั 
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, x x y

, y x y

บทแทรก 3.2.2   ให ้  ;X   เป็นเฟนซ์  และ E X X   แลว้  XEOP  เป็นก่ึงกรุปปรกติ                            

ก็ต่อเม่ือ  4X   

  เป็นท่ีทราบแลว้ว่า ก่ึงกรุป  XT  เป็นก่ึงกรุปปรกติเสมอ และ XEOP  เป็นก่ึงกรุปย่อย

ของ XT  ทฤษฎีบทต่อไปเราจะให้เง่ือนไขจ าเป็นและเพียงพอในการเท่ากนัของ XEOP  และ XT  

ทั้งน้ีเป็นเพราะวา่ เม่ือทราบวา่ X XEOP T  จะไดว้า่  XEOP  เป็นก่ึงกรุปปรกติ 

 

ทฤษฎบีท 3.2.3    ให ้  ;X   เป็นเฟนซ์ และ E  เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบนเซต  X   แลว้ 

X XEOP T   ก็ต่อเม่ือ E  สอดคลอ้งกบัเง่ือนไข  

(*)  ส าหรับแต่ละ /A X E และแต่ละ , x y A ถา้ x y  แลว้ ||x y  
 
บทพสูิจน์   สมมติวา่  X XEOP T   และให ้ , x y A /X E  ซ่ึง x y  

 ให ้  เป็นฟังกช์นับน X   ท่ีนิยามโดย 
                                                                   
                                              x = 

 

จาก X XEOP T  จะไดว้า่ XEOP  ท  าใหไ้ดว้า่ ( , )x y E    ส าหรับทุก ๆ ( , )x y E     

ถา้ x y  แลว้จาก ( , )x y E      จะไดว้า่     y x y x   เกิดขอ้ขดัแยง้ ดงันั้น ||x y  

 ในทางกลบักนัสมมติว่า E  สอดคล้องกบัเง่ือนไข (*) จากบทนิยามของเซต XEOP    

เราทราบวา่ X XEOP T  

 ในการแสดงวา่ X XEOP T  จึงเหลือแต่เพียงแสดงวา่ X XT EOP  

 ให ้  XT  จะแสดงวา่  XEOP  

 ให้   ( , )x y E  ซ่ึ ง  x y จากเ ง่ือนไข (*) จะได้ว่า  x y  ดังนั้ น    x y               

จาก  ( , )x y E    จะได้ว่า ( , )x y E       เ รา จึ งพิ สู จ น์ได้ว่ า  X XT EOP  ดังนั้ น  

X XEOP T  
 
บทแทรก 3.2.4  ให้  ;X   เป็นเฟนซ์  และ E  สอดคล้องกับเง่ือนไข (*) แล้ว XEOP  เป็น            

ก่ึงกรุปปรกติเสมอ  
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ถา้ 

ถา้ 

, a x A

, b x X A

   ทฤษฎีบทสุดทา้ยของหัวขอ้น้ี จะแสดงการจ าแนกความเป็นปรกติของก่ึงกรุป XEOP  

เม่ือ X  เป็นเฟนซ์ 

 

ทฤษฎบีท 3.2.5    ให ้  ;X   เป็นเฟนซ์ และ E  เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบนเซต  X   แลว้ 

XEOP   เป็นก่ึงกรุปปรกติ ก็ต่อเม่ือ XEOP  สอดคลอ้งกบัเง่ือนไขใดเง่ือนไขหน่ึงต่อไปน้ี 

   i   4X   และ E X X   

   ii  E  สอดคลอ้งกบัเง่ือนไข (*) 
 
บทพสูิจน์   ให ้ XEOP   เป็นก่ึงกรุปปรกติ จะแสดงวา่ XEOP  สอดคลอ้งกบัเง่ือนไข  i  หรือ  ii

โดยการพิสูจน์แบบหาขอ้ขดัแยง้ 

  สมมติวา่ XEOP  ไม่สอดคลอ้งกบัเง่ือนไข  i  และ  ii  

  เร่ิมตน้จะแสดงวา่  E X X  

  สมมติว่า  E X X   เ น่ืองจาก XEOP  ไม่สอดคล้องกับเ ง่ือนไข  i จึงได้ว่า  

4X  และโดยทฤษฎีบท 3.2.1 จะไดว้า่  X XEOP O  จากสมมติฐานจะไดว้่า XO  เป็นก่ึงกรุป

ปรกติ  โดยทฤษฎีบท 2.3.9  จะไดว้า่  4X  เกิดขอ้ขดัแยง้ ดงันั้น  E X X  เน่ืองจาก XEOP  

ไม่สอดคล้องกับเ ง่ือนไข  ii  จะมี /A X E และมี , a b A  ซ่ึง a b  แต่ a  และ b

เปรียบเทียบกนัได ้ ท าใหไ้ดว้า่ ( , )a b E และ a bหรือ b a  

  โดยไม่เสียนยัความเป็นทัว่ไป สมมติวา่ a b  จะไดว้า่ ( , ) a b E  

  ให ้  เป็นฟังกช์นับน X   ท่ีนิยามโดย 
                                                     
                                              x = 

  

 จะแสดงวา่  XEOP  

 ให ้ ( , )x y E     พิจารณา X  เป็น 2 กรณี ดงัน้ี 

 ถา้  x A   แลว้  y A  ดงันั้น    x a y    

 ถา้  x A   แลว้  y A  ดงันั้น    x b y  ท  าใหไ้ดว้า่  ( , )  x y E และ 

  x y  เพราะฉะนั้น  XEOP  
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  สมมติว่า    เป็นสมาชิกปรกติ จะมี  XEOP  ซ่ึง     เพราะว่า A X                   

จะมี \x X A  จากบทนิยาม จะไดว้า่ ( ) ( )      b x x b  ท  าให้ไดว้า่  b A  และ 

( )     a a a a  ดงันั้น a A   เน่ืองจาก  XEOP   และ ( , ) a b E  จะได้ว่า 

( , )   a b E   ท  าให้ได้ว่า  ( , )  a b E  จาก a A  จะได้ว่า  b A  เ กิดข้อขัดแย้ง 

เพราะฉะนั้น XEOP  สอดคลอ้งกบัเง่ือนไข  i  และ  ii  

  ในทางกลับกัน สมมติว่า  XEOP  สอดคล้องกับเง่ือนไข  i  และ  ii  จะแสดงว่า  

XEOP  เป็นก่ึงกรุปปรกติ  

  ถ้า  XEOP  สอดคล้อง   i  แล้วจะได้ว่า   4X  และ  E X X   เพราะว่า 

E X X   จึงไดว้า่ X XEOP O  เน่ืองจาก 4X   โดยทฤษฎีบท 2.3.9  จะไดว้า่ X XEOP O  

เป็นก่ึงกรุปปรกติ   

  ถ้า XEOP สอดคล้อง  ii โดยทฤษฎีบท 3.2.3 จะได้ว่า  X XEOP T  ท  าให้ได้ว่า  

XEOP  เป็นก่ึงกรุปปรกติ ทั้งน้ีเป็นเพราะวา่  XT  เป็นก่ึงกรุปปรกติเสมอ 
 

 

      3.3   ความเป็นปรกติของกึง่กรุป 
XEOP  เม่ือ X  เป็นคราวน์ 

  แม้ว่าด้วยในหัวข้อ  3.1 เราทราบแล้วว่าโดยทั่วไป XEOP  และ 
XO  เม่ือ X  เป็น

คราวน์   อาจไม่มีความสัมพนัธ์ในเชิงการเป็นก่ึงกรุปยอ่ย แต่ในหวัขอ้น้ี จะเร่ิมตน้การศึกษาในการ

หาเง่ือนไขจ าเป็นและเพียงพอส าหรับการเท่ากนัของเซต XEOP  และ XO  ตามล าดบั ทั้งน้ีเป็น

เพราะวา่ ในภายหลงัเราจะศึกษาความเป็นปรกติของ  XO  เม่ือ X  เป็นคราวน์   

 

ทฤษฎบีท 3.3.1  ให ้  ;X   เป็นคราวน์  และ E  เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบนเซต  X   แลว้ 

E X X    ก็ต่อเม่ือ  X XEOP O  
 
บทพสูิจน์   สมมติวา่  E X X    จะแสดงวา่  X XEOP O    

 ให้ XEOP   จะแสดงว่า  XO   นั่นคือจะแสดงว่า x y    ส าหรับทุกๆ 

,x y X  ซ่ึง x y  
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ถา้ 

ถา้ ,a x B

,b x X B

 ให้  ,x y X  โดยท่ี x y เพราะวา่  E X X   จึงไดว้า่  ( , )x y X X E    ท า

ให้ได้ว่า  ( , )x y E     เ น่ืองจาก XEOP  จึงได้ว่า  ( , )x y E       ท  าให้ได้ว่า  

x y     ดงันั้น XO   เพราะฉะนั้น  X XEOP O  

 ต่อไปจะแสดงวา่ X XO EOP   

 ให้  XO  จะแสดงว่า  XEOP  นัน่คือจะแสดงว่า ( , )x y E      ส าหรับ

ทุก ๆ ( , )x y E     

  ให้   ( , )x y E     จะไดว้่า  ( , )x y E   และ x y เพราะว่า   เป็นฟังก์ชนัยืน

ยงอนัดบั  จึงไดว้่า x y  เน่ืองจาก ,x y X   จึงไดว้่า ( , )x y X X E      ท าให้

ได้ว่า  ( , )x y E       ดังนั้ น  XEOP   จากการพิ สูจน์ข้างต้น  เรา จึงสรุปได้ว่า 

X XEOP O  
  ในทางกลบักนัสมมติว่า X XEOP O  จะแสดงว่า  E X X   โดยการพิสูจน์แบบ

หาขอ้ขดัแยง้  

   สมมติวา่ E X X   จะไดว้า่ 2X
E

  ท  าให้ไดว้า่มี  , XA B
E

   ซ่ึงไม่ใช่เซต

ว่างและ A B เน่ืองจาก X
E
 เป็นผลแบ่งกั้นของ X   จึงได้ว่า A B   จาก  A  

และ B  จะมี a A  และ b B   เพราะวา่ A B    จึงไดว้า่  a b   

ให ้  เป็นฟังกช์นับน X   ท่ีนิยามโดย 
                                                     
                                              x = 

  

 จะแสดงวา่  XEOP   

 ให้  ( , )x y E    จะได้ว่า   ( , )x y E  และ x y  จาก ( , )x y E  จะได้ว่า  
   

E E
x y  

        ถา้   
E

x B  แลว้จะไดว้า่ x a y     ท  าใหไ้ดว้า่ ( , )x y E      

        ถา้   
E

x B  แลว้จะไดว้า่ x b y     ท  าใหไ้ดว้า่ ( , )x y E      

จากทั้ง  2 กรณีพิสูจน์ไดว้า่   XEOP  

 ต่อไปจะแสดงวา่ XO   โดยพิจารณา  ,a b  ออกเป็น 3 กรณี  ดงัน้ี 

  ถา้ a b  แลว้จาก  a A  และ b B  จะไดว้า่  a b a b      ดงันั้น  XO  

 



 

 
 

21 
 

  ถา้ a b  แลว้จาก  a A  และ b B  จะไดว้า่  a b a b      ดงันั้น  XO
 

  ถา้  ||a b
  
แลว้จะไดว้า่  a b  หรือ  a b  ดงันั้น  XO

 

เพราะวา่   XEOP  แต่  XO  จึงไดว้า่  X XEOP O   เกิดขอ้ขดัแยง้  ดงันั้น E X X   
 

  ใน ปี ค.ศ. 2010  มา  ย ู  เลา  หยาง  และ หวาง (MA, 2010)  ไดศึ้กษาสมบติัของ XEOP  

เม่ือ X  เป็นเซตอนัดบัเชิงเส้น เขาไดใ้หเ้ง่ือนไขท่ีจ าเป็นและเพียงพอในการเท่ากนัของ XEOP  และ 

XT  โดยการพิสูจน์วา่  XE  ก็ต่อเม่ือ X XEOP T   เม่ือ E  เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบนเซต X  

ดงันั้นเราจึงสนใจวา่ เม่ือ X  เป็นคราวนจ์ะพิสูจน์ไดใ้นท านองเดียวกนัหรือไม่   

  ล าดบัต่อไปน้ีจะแสดงใหเ้ห็นวา่ ในกรณีท่ี X  เป็นคราวน์ จะไดเ้พียงวา่ “ ถา้  XE  

แลว้  X XEOP T ” แต่บทกลบัของขอ้ความน้ีอาจเป็นเท็จ 

 
ทฤษฎบีท 3.3.2  ให ้  ;X   เป็นคราวน์ และ E  เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบนเซต X  ถา้  XE  

แลว้ X XEOP T  
 
บทพสูิจน์   สมมติวา่   XE   จากบทนิยามของ  XEOP   เราทราบวา่  X XEOP T ในการแสดง

วา่  X XEOP T  จึงเหลือแต่เพียงแสดงวา่  X XT EOP  

  ให้ XT   และ  ( , )x y E    จะได้ว่า  ( , )  Xx y E   ท  าให้ได้ว่า  x y  
ดงันั้น x y    ท  าให้ไดว้า่  ( , )   Xx y E และ x y    นัน่คือ ( , )x y E        

เราจึงพิสูจน์ไดว้า่  X XT EOP   ดงันั้น  X XEOP T  
 
ทฤษฎบีท 3.3.3 ให ้  ;X   เป็นคราวน์  เม่ือ  1 2 2 1, ,...,  nX a a a   และ E  เป็นความสัมพนัธ์

สมมูลบนเซต X  ถา้  2 2( , ), ( , )   X i i i iE a a a a  เม่ือ   1,..., 2 2 i n  แลว้  X XEOP T  
 
บทพิสูจน์    ให้   ;X   เป็นคราวน์  จะไดว้า่  4X  สมมติวา่  1 2 3 4 2, , , ,..., nX a a a a a   เป็น

สมาชิกท่ีต่างกนัของ X  ซ่ึง 
 1 2 3 4 1 2 1...      n na a a a a a a   จาก X  เป็นคราวน์ จะไดว้า่   

2i ia a  นัน่คือ  2 2( , ), ( , )  i i i ia a a a   

  ให้  2 2( , ), ( , )   X i i i iE a a a a  จะได้ว่า E  เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบนเซต  X   

และ    XE   จะแสดงวา่  X XEOP T   
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ยนืยง 

ถา้ 
ถา้ 

, a x b

, b x b

  ให้  XT    และ  ( , )  a b E   จ าก    XE   จ ะ ได้ว่ า  a b   ท  าได้ว่ า 

  a b  ดังนั้ น ( , )    a b E   ท าให้ได้ว่า XEOP   เพราะฉะนั้ น  X XT EOP  แต่  

     X XEOP T E   จึงไดว้า่  X XEOP T   ดงันั้น  X XEOP T  
 
  จากทฤษฎีบท 3.3.2 และทฤษฎีบท 3.3.3  เราทราบว่า

 
 XE  เป็นเพียงเง่ือนไข

เพียงพอในการเท่ากนัของ  X XEOP T  ทฤษฎีบทต่อไปจะให้เง่ือนไขจ าเป็นและเพียงพอในการ

เท่ากนัของ XEOP  และ XT    

 

ทฤษฎบีท 3.3.4 ให ้  ;X   เป็นคราวน์  และ E  เป็นความสัมพนัธ์สมมูลบนเซต  X   แลว้ 

   XE    ก็ต่อเม่ือ  X XEOP T  
 
บทพสูิจน์  สมมติวา่    XE   จากบทนิยามของเซต  XEOP   เราทราบวา่  X XEOP T   

ในการแสดงวา่  X XEOP T  จึงเหลือแต่เพียงแสดงวา่  X XT EOP  

   ให ้ XT    จะแสดงวา่  XEOP    

  ให้  ( , )  a b E  จาก    XE  จะมี ( , )Xa b  ท  าให้ไดว้่า  a b  ดงันั้น 

  a b  ท  าให้ได้ว่า  ( , )    Xa b E   เราจึงพิสูจน์ได้ว่า  X XT EOP   ดังนั้ น  

X XEOP T  
 ในทางกลบักนัสมมติว่า   X XEOP T  จะแสดงว่า     XE โดยการพิสูจน์แบบ

หาขอ้ขดัแยง้ 

 สมมติวา่    XE   จะมี ( , )  a b E  ซ่ึง a b  

 ให ้  เป็นฟังกช์นับน X   ท่ีนิยามโดย 
                                                     
                                              x = 

  

จาก  X XEOP T   จะไดว้า่  XEOP  ท าให้ไดว้า่ ( , )   a b E  ดงันั้น  ( , )  b a E  

เพราะฉะนั้น  ( , )b a   และ ( , )a b  โดยสมบติัปฏิสมมาตรของ   จะไดว้่า a b   ซ่ึงเกิด

ขอ้ขดัแยง้ เพราะฉะนั้น    XE   
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เม่ือ x  เป็นสมาชิกเล็กสุดเฉพาะกลุ่ม และ x a  

อ่ืน ๆ  

  ต่อไปเราจะศึกษาความเป็นปรกติของก่ึงกรุป  XEOP  เม่ือ X  เป็นคราวน์ แต่ก่อนอ่ืน
จะศึกษาความปรกติบริบูรณ์ซ่ึงเป็นกรณีเฉพาะของความเป็นปรกติของก่ึงกรุปของการแปลงยนืยง
อนัดบับนคราวนเ์สียก่อน 
  เป็นท่ีทราบกันดีว่า  ก่ึงกรุปของการแปลงไม่จ  าเป็นต้องเป็นก่ึงกรุปปรกติบริบูรณ์              
ดว้ยเหตุน้ีจึงเกิดค าถามวา่  “ XO จะเป็นก่ึงกรุปปรกติบริบูรณ์หรือไม่ ”  ค  าตอบของค าถามน้ี  แสดง
ในทฤษฎีบทต่อไป 

 
ทฤษฎบีท  3.3.5   ให ้  ;X   เป็นคราวน์  แลว้  XO  ไม่เป็นก่ึงกรุปปรกติบริบูรณ์   

บทพสูิจน์    ให ้  ;X   เป็นคราวน์  จากบทนิยามคราวน์  จะไดว้า่  4x   ท  าใหไ้ดว้า่มี  a b c

และ d  ใน X   ท่ีแตกต่างกนัทั้งหมดซ่ึง   a b c d  และ  a d    หรือ    a b c d  และ 

a d   
 โดยไม่เสียในทัว่ไป  เราสมมติวา่   a b c d  และ  a d   จึงไดว้า่  a และ  c  เป็น

สมาชิกเล็กสุดเฉพาะกลุ่ม ในขณะท่ี  b และ  d  เป็นสมาชิกใหญ่สุดเฉพาะกลุ่ม  

 ให ้  เป็นฟังกช์นับน X   ท่ีนิยามโดย 
                                                     
                                       x = 

 

ต่อไปจะแสดงวา่   เป็นฟังกช์นัยนืยงอนัดบั 

 ให ้ , x y X  โดยท่ี x y  จะแสดงวา่   x y  

กรณี 1  x  เป็นสมาชิกเล็กสุดเฉพาะกลุ่ม และ x a  จากบทนิยามของ   จะได้ว่า  x a  

และ  ,y a b  แต่จาก a b  และ a a  จึงไดว้า่     x a y  

กรณี 2   x  เป็นสมาชิกใหญ่สุดเฉพาะกลุ่ม เพราะวา่ x y  จึงไดว้า่ x y  ท  าใหไ้ดว้า่    x y  

กรณี 3  x a   จะได้ว่า  x b   จาก x y  จะได้ว่า y a  หรือ y  เป็นสมาชิกใหญ่สุด

เฉพาะกลุ่ม ท าใหไ้ดว้า่     y b x    

 จากทั้ง 3 กรณี เราไดว้า่     เป็นฟังกช์นัยนืยงอนัดบั 

 สุดทา้ยจะแสดงวา่    ไม่เป็นสมาชิกปรกติบริบูรณ์   

เน่ืองจาก 3 2( ) ( )            c c a b b a c   ดงันั้น 3   ท าให้ได้ว่า   ไม่เป็น

สมาชิกปรกติบริบูรณ์  เพราะฉะนั้น  XO   ไม่เป็นก่ึงกรุปปรกติบริบูรณ์   

a

b
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 บทแทรก 3.3.6  เป็นผลโดยตรงจาก ทฤษฎีบท 3.3.1 และ ทฤษฎีบท 3.3.5 ตามล าดบั 

 

บทแทรก 3.3.6   ให ้  ;X   เป็นคราวน์   และ E  เป็นความสัมพันธ์สมมูลบนเซต   X  ซ่ึง 

E X X  แลว้  XEOP  ไม่เป็นก่ึงกรุปปรกติบริบูรณ์ 

 

 ต่อไปเราจะศึกษาสมาชิกปรกติของ XEOP  เม่ือ X  เป็นคราวน์  ก่อนอ่ืนจะศึกษาสมาชิก

ปรกติของการแปลงยืนยงอนัดับบนคราวน์ นั่นคือสมาชิกปรกติของก่ึงกรุป XO  เม่ือ X  เป็น

คราวน ์

 

ทฤษฎบีท 3.3.7   ให ้  ;X   เป็นคราวน์ และ XO  ถา้ 1 ran  แลว้    เป็นสมาชิกปรกติ

ใน XO  
 
บทพสูิจน์  ให ้ XO โดยท่ี 1 ran  สมมติวา่  x a  ส าหรับทุก x X  จะไดว้า่ 

3 (( ) ) ( )            x x a a a x  ทั้งน้ีเป็นเพราะวา่มี    XO  ซ่ึง   

ดงันั้น    เป็นสมาชิกปรกติใน XO  

 

ทฤษฎบีท 3.3.8   ให ้  ;X   เป็นคราวน์ และ XO  ถา้ 2 ran  แลว้   เป็นสมาชิกปรกติ

ใน XO  
 
บทพิสูจน์   สมมติว่า  1 2 2, ,..., nX a a a และให้ XO โดยท่ี 2 ran  จะได้ว่า ran  

เป็นโซ่ท่ีมีขนาด 2  

   เร่ิมตน้จะแสดงวา่มีโซ่  C  ท่ีมีขนาด 2  ซ่ึง    C ran  โดยการพิสูจน์แบบหาข้อ

ขดัแยง้               

   ส าหรับแต่ละ  1,..., 2 1 i n ก าหนดให ้  1, i i iC a a  

  สมมติว่าไม่ มีโซ่ C  ท่ีมีขนาด 2  ซ่ึง   C ran  จะได้ว่า  iC  เป็นโซ่ท่ี มีขนาด 2         

จะไดว้า่   iC ran  ส าหรับทุก ๆ  1,..., 2 1 i n  เพราะว่า  2 ran  จึงไดว้า่ 1 iC   

ส าหรับทุก ๆ  1,..., 2 1 i n  ดงันั้น  1  i ia a  ส าหรับทุก ๆ  1,..., 2 1 i n   เพราะฉะนั้น  
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1 1, k ia x a

1, k ia x a

1 2 ...      ia a a  1 2...    i na a   ท  าให้ได้ว่า   1 ran   เกิดขอ้ขดัแยง้  เราจึงได้

วา่มีโซ่ C  ท่ีมีขนาด 2  ซ่ึง    C ran    

   ต่อไปให ้  1,   i iran a a  จะมีโซ่   1,  k kC a a  ซ่ึง   1,     i iC ran a a  

   โดยไม่เสียนยัความเป็นทัว่ไป สมมติวา่  k ia a  และ  1 1  k ia a  และ ให้   เป็น

ฟังกช์นับน X   ท่ีนิยามโดย 
                                                                   
                                              x  

   

  ต่อไปจะแสดงวา่   เป็นฟังกช์นัยนืยงอนัดบั 

  ให ้ , x y X  โดยท่ี x y  จะแสดงวา่   x y  

กรณี 1    1 ix a  จะไดว้า่ 1  kx a  จาก x y  และ x   เป็นสมาชิกใหญ่สุด จึงไดว้า่ x y  

ท  าใหไ้ดว้า่  1   kx a y  ดงันั้น    x y   

กรณี 2    1 ix a   จะได้ว่า    kx a   และ  1,   k ky a a จึงได้ว่า    x y   ดงันั้น   เป็น

ฟังกช์นัยนืยงอนัดบั 

  สุดทา้ยจะแสดงวา่      

  ให ้ x X  พิจารณา  x   เป็น 2 กรณี 

กรณี 1    1 kx a  จะไดว้า่  1 1 1 1( ) ( )              k i k ix a a a a x  

กรณี 2    1 kx a  จาก  1,   i iran a a   จะไดว้า่   ix a  หรือ 
1  ix a   ถา้   ix a  ไดว้า่ 

( ) ( )         i k ix a a a x  ถา้
1  ix a  จะได้ว่า  1 1( ) ( )        i kx a a                 

1  ia x   จากทั้ง  2 กรณี จะไดว้า่     ดงันั้น    เป็นสมาชิกปรกติใน XO  
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